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观测站存在位置误差条件下基于 ＭＤＳ的
多站时差定位算法

吴　魏　于宏毅　张　莉
（解放军信息工程大学，河南郑州 ４５０００２）

摘　要：为了降低无源定位中观测站站址误差对定位精度产生的不良影响，论文提出了一种基于多维尺度分析

的多站无源时差定位解析算法。算法建立了存在站址误差时关于目标位置的线性方程组，推导了方程误差与时

差测量误差和站址误差之间的关系式，将误差的统计特性融入到新的加权矩阵之中，使用加权最小二乘方法对

目标位置进行了求解。仿真实验表明，算法对于小测量误差具有无偏性，其定位精度能够达到克拉美罗下界，

相对于ＨｏＫＣ的解析算法具有更好的稳健性。
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１　引言

多站无源时差定位具有作用距离远、隐蔽性好

等优点，对于增强系统在现代电子战中的生存能力

具有重要作用，现已得到了较为广泛的应用。考虑

到实时求解目标位置的要求，解析法具有快速的求

解速度和较高的定位精度，因此得到了许多学者的

重视和研究［１６］。其中，文献［６］提出了一种基于多
维尺度分析（ＭｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＳｃａｌｉｎｇ，ＭＤＳ）的解析
算法，相对于其他解析法而言，它对于较大的观测
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误差具有较强的稳健性。然而，文献［６］中假设了
所有的观测站位置是精确已知的，这在实际情况中

并不一定得到满足，并且观测站位置的准确性对定

位精度的影响是不能忽略的［７］，许多考虑存在观测

站站址误差情况下的时差定位算法［７１３］相继被

提出。

本文研究了观测站站址误差存在条件下多站

无源时差定位的ＭＤＳ算法，将站址误差的统计特性
融入到最小二乘方法的加权矩阵之中，降低了站址

误差对定位精度的影响，仿真验证了算法的定位

性能。

本文的文章结构分为以下四个部分：第２节介
绍了存在观测站站址误差时多站时差定位场景；第

３节讨论了本文定位场景下的 ＭＤＳ算法；第４节是
算法性能仿真；第５节是全文总结。

２　定位场景

本文的定位场景如图１所示，图中静止目标辐

射源的位置为 ｕ＝［ｘ，ｙ，
!

］Ｔ，Ｍ个存在站址误差的

观测站位置为 ｓｉ＝［ｘｉ，ｙｉ，!ｉ］
Ｔ＝ｓｏｉ＋ ｉ，其中 ｓ

ｏ
ｉ＝

［ｘｏｉ，ｙ
ｏ
ｉ，!

ｏ
ｉ］
Ｔ为其未知的真实位置， ｉ为误差值，

［·］Ｔ表示向量转置。令 ｓ＝［ｓＴ１，ｓ
Ｔ
２，…，ｓ

Ｔ
Ｍ］

Ｔ＝ｓｏ＋，

ｓｏ＝［ｓｏＴ１，ｓ
ｏＴ
２，…，ｓ

ｏＴ
Ｍ］

Ｔ， ＝［ Ｔ
１，

Ｔ
２，…，

Ｔ
Ｍ］

Ｔ
，并假设

观测站站址误差 服从零均值高斯分布，其协方差

矩阵为Ｑβ。

图１　目标定位场景

Ｆｉｇ．１　Ｓｏｕｒｃｅｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎｓｃｅｎａｒｉｏ

定义ｔｉ１为观测站ｉ和观测站１接收目标辐射源
信号的ＴＤＯＡ测量值（ｉ＝２，３，．．．，Ｍ），则到达距离差
（ｒａｎｇｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆａｒｒｉｖａｌ）ＲＤＯＡ测量值为

ｒｉ１＝ｃ·ｔｉ１＝ｄｉ１＋ｎｉ１ （１）
其中，ｃ为信号传播速度，ｄｉ１表示 ＲＤＯＡ真实值，ｎｉ１
表示ＲＤＯＡ测量误差，由定义可知ｄｉ１表示为

ｄｉ１＝ｄｉ－ｄ１＝‖ｕ－ｓ
ｏ
ｉ‖－‖ｕ－ｓ

ｏ
１‖ （２）

式中‖‖代表欧几里得范数，ｄｉ表示目标辐射源与
观测站ｉ之间的真实距离。

令ｒ＝［ｒ２１，ｒ３１，．．．，ｒＭ１］
Ｔ＝ｄ＋ｎ，ｄ＝［ｄ２１，ｄ３１，．．．，

ｄＭ１］
Ｔ，ｎ＝［ｎ２１，ｎ３１，．．．，ｎＭ１］

Ｔ，并假设误差向量 ｎ为
零均值高斯分布的随机向量，其协方差矩阵为 Ｑα，

且误差向量ｎ和 之间是相互独立的，其协方差矩

阵均为已知的。

３　站址误差存在条件下多站无源时差定位
的ＭＤＳ算法

　　多维尺度分析原是一种心理学上的研究方法，
近年来被用于无线传感器网络节点的自身定位问

题上，已经取得了比较丰硕的成果。文献［６］在这
些研究的基础上，使用观测站位置精确已知的场

景，推导了无需特征值分解情况下关于目标位置的

线性方程组。本节算法在其基础上，研究了存在观

测站站址误差的情况下如何对目标位置进行精确

估计的问题。

首先，定义位置坐标矩阵（ｐｏｓｉｔｉｏｎｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｍａ
ｔｒｉｘ）如下

Ｚ＝

ｘｏ１－ｘ ｙｏ１－ｙ !

ｏ
１－! ｉｄ１１－ｉｄ０１

ｘｏ２－ｘ ｙｏ２－ｙ !

ｏ
２－! ｉｄ２１－ｉｄ０１

   

ｘｏＭ －ｘ ｙ
ｏ
Ｍ －ｙ !

ｏ
Ｍ －! ｉｄＭ１－ｉｄ













０１

（３）

　　上式中，ｄ１１＝０，ｄ０１＝－ｄ１，ｉ为虚数符号。由此
可以得到标量乘积矩阵（ｓｃａｌａｒｐｒｏｄｕｃｔｍａｔｒｉｘ）为

Ｂ＝ＺＺＴ （４）
　　矩阵Ｂ的元素［Ｂ］ｍｎ为

［Ｂ］ｍｎ＝（ｚｍ －ｚ０）
Ｔ（ｚｎ－ｚ０）＝

（ｓｏｍ －ｕ）
Ｔ（ｓｏｎ－ｕ）－（ｄｍ１－ｄ０１）（ｄｎ１－ｄ０１）（５）

　　考虑如下关系式
（ｓｏｍ －ｕ）

Ｔ（ｓｏｎ－ｕ）＝０．５［（ｓ
ｏ
ｍ －ｕ）

Ｔ（ｓｏｍ －ｕ）＋

１７７
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（ｓｏｎ－ｕ）
Ｔ（ｓｏｎ－ｕ）－（ｓ

ｏ
ｍ －ｓ

ｏ
ｎ）
Ｔ（ｓｏｍ －ｓ

ｏ
ｎ）］（６）

　　可得［Ｂ］ｍｎ如下
［Ｂ］ｍｎ＝０．５［ｄ

２
ｍ＋ｄ

２
ｎ－２（ｄｍ１－ｄ０１）（ｄｎ１－ｄ０１）－

（ｓｏｍ －ｓ
ｏ
ｎ）
Ｔ（ｓｏｍ －ｓ

ｏ
ｎ）］＝０．５［（ｄｍ１－ｄｎ１）

２－
（ｓｏｍ －ｓ

ｏ
ｎ）
Ｔ（ｓｏｍ －ｓ

ｏ
ｎ）］ （７）

　　文献［６］在经典ＭＤＳ算法（基于矩阵Ｂ的特征
值分解）的基础上，利用分解后信号子空间和噪声

子空间之间的正交性，巧妙的进行公式推导得到了

如下的线性方程组（推导过程参见附录）

ＢＡ１[ ]ｚ ＝０Ｍ （８）

其中ＡＰ＝ＰＴ（ＰＰＴ）－１，对上式进行简单变形可以
得到

Ｈｚ＝ｈ （９）
其中 ｚ＝［ｘ，ｙ，

!

，ｄ０１］
Ｔ为待估参数，Ｈ＝ＢＡ２，ｈ＝

－ＢＡ１，Ａ１和Ａ２分别由矩阵Ａ的第一列和其余列向
量组成，即Ａ＝［Ａ１Ａ２］，（·）

代表求解 ＭｏｏｒｅＰｅｎ
ｒｏｓｅ广义逆，矩阵Ｐ如下

Ｐ＝

１ ｘｏ１ ｙｏ１ !

ｏ
１ ｄ１１

１ ｘｏ２ ｙｏ２ !

ｏ
２ ｄ２１

    

１ ｘｏＭ ｙｏＭ !

ｏ
Ｍ ｄＭ













１

Ｔ

（１０）

　　实际情况中，我们无法得到矩阵Ｈ和向量ｈ的
真实值，所以将含有误差的观测值 ｒｉ１和 ｓｉ代入到公
式（９）后得到

ε＝Ｈ^ｚ－ｈ^ （１１）
　　上式中，ε为方程误差，（·^）为含有误差的表达
形式，则待估参数ｚ的加权最小二乘解为

ｚ^＝（Ｈ^ＴＷＨ^）－１Ｈ^ＴＷｈ^ （１２）
　　上式中，加权矩阵 Ｗ＝Ｅ［εεＴ］－１。为了降低站
址误差对定位精度的影响，需考虑其统计特性，并

构造包含误差特性的加权矩阵，接下来将逐步对 Ｗ
的具体形式进行推导。

假设 Ｂ^＝Ｂ＋ΔＢ和 Ａ^＝Ａ＋ΔＡ，其中ΔＢ和ΔＡ为
误差项，则将观测值ｒｉ１和ｓｉ代入公式（７），忽略二次
误差项后得到

［ΔＢ］ｍｎ≈（ｄｍ１－ｄｎ１）（ｎｍ１－ｎｎ１）－
（ｓｏｍ－ｓ

ｏ
ｎ）
Ｔ（ ｍ－ ｎ） （１３）

　　误差项ΔＡ的表达式［６］为

ΔＡ≈－ＡΔＰＡ＋（Ｉ－ＡＰ）ΔＰＴ（ＰＰＴ）－１ （１４）
其中

ΔＰ＝

０ １ｘ １ｙ １
!

ｎ１１
０ ２ｘ ２ｙ ２

!

ｎ２１
    

０ Ｍｘ Ｍｙ Ｍ
!

ｎＭ













１

Ｔ

（１５）

　　由公式（１１）和公式（８）可以得到方程误差向量
ε为

ε＝Ｈ^ｚ－ｈ^＝Ｂ^Ａ^
１[ ]ｚ （１６）

　　将 Ｂ^＝Ｂ＋ΔＢ和 Ａ^＝Ａ＋ΔＡ代入上式，忽略二次
误差项，可得方程误差向量 ε与 ＲＤＯＡ测量误差向

量ｎ和观测站站址误差向量 的关系如下

ε≈（ΔＢＡ＋ＢΔＡ）
１[ ]ｚ ＝Ｇ１ｎ＋Ｇ２ （１７）

　　Ｇ１和Ｇ２的表达式如下所示
Ｇ１＝Ｔ１－ＢＡＴ２＋Ｆ （１８）
Ｇ２＝Ｋ１－ＢＡＫ２＋Ｒ （１９）

　　公式（１８）中的矩阵Ｔ１、Ｔ２和矩阵Ｆ如下所示

Ｔ１＝

－ａ２（ｄ１１－ｄ２１） … －ａＭ（ｄ１１－ｄＭ１）

∑Ｍ

ｍ＝１
ａｍ（ｄ２１－ｄｍ１） … －ａＭ（ｄ２１－ｄＭ１）
  

－ａ２（ｄＭ１－ｄ２１） … ∑Ｍ

ｍ＝１
ａｍ（ｄＭ１－ｄｍ１













）

（２０）

Ｔ２＝

０Ｔ４ ａ２
０Ｔ４ ａ３
 

０Ｔ４ ａ













Ｍ

Ｔ

（２１）

Ｆ＝ｖ５·Ｃ（２：Ｍ） （２２）

其中，ａＡ
１[ ]ｚ［ａ１，ａ２，．．．，ａＭ］Ｔ；０Ｎ为Ｎ×１的全零

向量；向量ｖ＝（ＰＰＴ）－１
１[ ]ｚ，ｖｉ为 ｖ的第 ｉ个元素，

ｑ＝［ｖ２，ｖ３，ｖ４］；矩阵Ｃ＝Ｂ（Ｉ－ＡＰ），Ｃ（ｉ：ｊ）表示 Ｃ
的第ｉ到ｊ列组成的矩阵，Ｃｉｊ则表示Ｃ第ｉ行第 ｊ列
的元素。

公式（１９）中，矩阵Ｋ１、Ｋ２和矩阵Ｒ的表达形式
如下
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Ｋ１＝－１·

∑Ｍ

ｍ＝１
ａｍ（ｓ

ｏ
１－ｓ

ｏ
ｍ）
Ｔ －ａ２（ｓ

ｏ
１－ｓ

ｏ
２）
Ｔ … －ａＭ（ｓ

ｏ
１－ｓ

ｏ
Ｍ）
Ｔ

－ａ１（ｓ
ｏ
２－ｓ

ｏ
１）
Ｔ ∑Ｍ

ｍ＝１
ａｍ（ｓ

ｏ
２－ｓ

ｏ
ｍ）
Ｔ … －ａＭ（ｓ

ｏ
２－ｓ

ｏ
Ｍ）
Ｔ

   

－ａ１（ｓ
ｏ
Ｍ －ｓ

ｏ
１）
Ｔ －ａ２（ｓ

ｏ
Ｍ －ｓ

ｏ
２）
Ｔ … ∑Ｍ

ｍ＝１
ａｍ（ｓ

ｏ
Ｍ －ｓ

ｏ
ｍ）
















Ｔ

（２３）

Ｋ２＝
０Ｔ３Ｍ

ａ１Ｉ３ ａ２Ｉ３ … ａＭＩ３
０Ｔ３









Ｍ

（２４）

其中Ｉ３为单位矩阵。

Ｒ＝

Ｃ１１ｑ Ｃ１２ｑ … Ｃ１Ｍｑ
Ｃ２１ｑ Ｃ２２ｑ … Ｃ２Ｍｑ
  

ＣＭ１ｑ ＣＭ２ｑ … ＣＭＭ











ｑ

（２５）

　　将以上矩阵带入到公式（１８）、（１９）可以得到矩
阵Ｇ１和Ｇ２，使用公式（１７）和 Ｗ＝Ｅ［εε

Ｔ］－１，可以

得到加权矩阵Ｗ如下
Ｗ＝［Ｇ１ＱαＧ

Ｔ
１＋Ｇ２ＱβＧ

Ｔ
２］
－１ （２６）

其中，Ｑα和Ｑβ为误差协方差矩阵。将上式得到的

加权矩阵代入到公式（１２）得到估计值 ｚ^，其前三项

即为目标位置的估计值 ｕ^＝ｚ^（１：３）。
考虑到求解上式时需要知道观测量的真实

值，这里可以首先使用 Ｗ＝ＩＭ（ＩＭ为单位阵）估计

一个粗略的 ｚ^，再通过上式得到更为精确的 Ｗ，此
步骤可以重复一到两次。此外，估计值 ｚ^的协方差
矩阵为

ｃｏｖ（ｚ^）＝（ＨＴＷＨ）－１ （２７）

４　算法性能仿真

本节是对上述算法的仿真，仿真中将对比本

文算法与 ＨｏＫＣ的两步最小二乘算法［８］、

ＣＲＬＢ［８］以及公式（２７）中本文算法的理论值。我
们假设 ＲＤＯＡ测量值 ｒｉ１和观测站位置 ｓｉ分别是在
其真实值上加上了零均值高斯误差，其协方差矩

阵分别为Ｑα＝σ
２
ｒＪＭ－１和Ｑβ，ＪＭ－１为（Ｍ－１）×（Ｍ－１）

阶矩阵，σ２ｒ＝０００１为 ＲＤＯＡ噪声方差值，Ｊ为对

角线上的元素为１，其余均为０．５的矩阵［２］。算法

的估计偏差表示为 （Ｅ［ｕ^］－ｕ）Ｔ（Ｅ［ｕ^］－ｕ槡 ），定位

精度（ＲＭＳＥ）表示为 Ｅ［（ｕ^－ｕ）Ｔ（ｕ^－ｕ槡 ）］，其中 Ｅ

［·］表示求数学期望，Ｎ＝１０４为总的运算次数，观测
站位置见表１。

表１　观测站真实位置（单位：米）

Ｔａｂ．１　Ｔｒｕｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓ（ｉｎｍｅｔｅｒｓ）ｏｆｒｅｃｅｉｖｅｒｓ

观测站编号 ｘｏｉ ｙｏｉ !

ｏ
ｉ

１ ３４５ １００ ３５０

２ ４００ １５０ １１０

３ ３００ ５００ ２００

４ ３５０ ２０５ １００

５ １００ １００ １００

仿真１　各观测站站址误差值大小相同的情
况，即Ｑβ＝σ

２
ｓＩ３Ｍ，其中Ｉ３Ｍ为３Ｍ×３Ｍ单位矩阵。

（１）目标距离观测站较近的情况，目标位置ｕ＝
［３７５，１５０，５６０］Ｔｍ。

图２（ａ）为定位偏差，本文算法在站址误差较小
时表现了良好的无偏性，随着误差的增大，定位偏差

开始增加，但比最小二乘算法仍有明显改善。图２
（ｂ）为定位精度，图中两步最小二乘算法的定位精度
在σ２ｓ＝－５ｄＢｍ

２时开始偏离 ＣＲＬＢ，而本文算法在

σ２ｓ＝５ｄＢｍ
２才开始偏离，门限值推迟了大约１０ｄＢｍ２，

表现出对较大的站址误差具有较好的稳健性。此

外，可以看出本文算法仿真与其理论值基本吻合。

（２）目标距离观测站较远的情况，目标位置ｕ＝
［４０００，１２００，３５００］Ｔｍ。

观察图３（ａ）可以发现，本文算法仍是在 σ２ｓ＝

－１０ｄＢｍ２左右开始产生偏差，表现出与近场目标相
同的无偏性。图３（ｂ）中两步最小二乘算法在 σ２ｓ＝

２ｄＢｍ２开始偏离ＣＲＬＢ，而本文算法在８ｄＢｍ２才开
始偏离，门限值推迟了大约６ｄＢｍ２，仍表现出对于
大误差的稳健性。同时，本文算法仿真与其理论值

仍然基本重合。

仿真２　各观测站站址误差值大小不同的情
况［１０］，即：
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Ｑβ＝σ
２
ｓｄｉａｇ（［２，２，２，２，２，２，１０，１０，１０，２０，２０，２０，３，３，３］）

　　（１）目标距离观测站较近的情况，目标位
置ｕ＝［３７５，１５０，５６０］Ｔｍ。

图２　站址误差相同时近场目标的定位性能

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆａｎｅａｒｆｉｅｌｄ

ｔａｒｇｅｔｗｉｔｈｅｑｕａｌｐｏｓｉｔｉｏｎｎｏｉｓｅｐｏｗｅｒｓ

图３　站址误差相同时远场

目标的定位性能

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

ｏｆａｆａｒｆｉｅｌｄｔａｒｇｅｔｗｉｔｈｅｑｕａｌ

ｐｏｓｉｔｉｏｎｎｏｉｓｅｐｏｗｅｒｓ

（２）目标距离观测站较远的情况，目标位置ｕ＝

［４０００，１２００，３５００］Ｔｍ。

仔细观察图４和图５可以看出，本文算法在站

址误差值不同的场景下仍能保持良好的定位性

能，进一步验证了其有效性。从图２～图５的仿真

结果可以看出，本文算法在站址误差较小时具有

良好的无偏性，在较大误差范围内能够达到

ＣＲＬＢ，相比于两步最小二乘算法，本文算法精度

偏离理论下限的门限值向后推迟，对于较大的站

址误差具有较强的稳健性，充分表现了算法良好

的定位性能。

４７７



第 ７期 吴　魏 等：观测站存在位置误差条件下基于ＭＤＳ的多站时差定位算法

图４　站址误差不同时近场目标的定位性能

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆａｎｅａｒｆｉｅｌｄ

ｔａｒｇｅｔｗｉｔｈｕｎｅｑｕａｌｐｏｓｉｔｉｏｎｎｏｉｓｅｐｏｗｅｒｓ

图５　站址误差不同时远场目标的定位性能

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆａｆａｒｆｉｅｌｄ

ｔａｒｇｅｔｗｉｔｈｕｎｅｑｕａｌｐｏｓｉｔｉｏｎｎｏｉｓｅｐｏｗｅｒｓ

５　结论

本文介绍了一种存在观测站站址误差时基于

ＭＤＳ的多站无源时差定位解析算法，将站址误差融
入到最小二乘方法的加权矩阵之中，分别在各站站

址误差相同和不同的场景下对近、远场目标的定位

性能进行了对比仿真，表现出良好的无偏性和定位

精度，验证了算法对于较大的站址误差的稳健性。

附录

文献［６］中对公式（８）进行了详细推导，这里对
其进行简单介绍，首先对矩阵 Ｂ进行特征值分解
得到

Ｂ＝ＵΛＵＴ （２８）
其中，Λ为矩阵 Ｂ的特征值构成的对角矩阵，Ｕ为
矩阵Ｂ的特征值所对应的特征向量构成的正交矩
阵。由于矩阵Ｂ的秩等于４，根据特征值分解理论
可以得到 Ｂ＝ＵｓΛｓＵ

Ｔ
ｓ和 Ｕ

Ｔ
ｎＢＵｎ＝ＯＭ－４，其中 Ｕｓ和

Ｕｎ分别为矩阵 Ｂ的信号子空间和噪声子空间，Λｓ
为Ｕｓ对应的特征值构成的对角矩阵，ＯＭ－４为 Ｍ－４

维全零方阵，将Ｂ＝ＺＺＴ代入ＵＴｎＢＵｎ＝ＯＭ－４可得

ＺＴＵｎ＝Ｏ４×（Ｍ－４） （２９）
　　由于矩阵Ｂ的信号子空间 Ｕｓ和噪声子空间之
间Ｕｎ具有正交性，我们可以得到如下结论

ＵＴｓＰ
 １[ ]ｚ ＝０４ （３０）

其中，０４为４×１的全零向量，矩阵Ｐ见公式（１０），上
式的推导过程如下：

矩阵Ｚ（公式（３））可以改写成如下形式

Ｚ＝

ｘｏ１ ｙｏ１ !

ｏ
１ ｉｄ１１

ｘｏ２ ｙｏ２ !

ｏ
２ ｉｄ２１

   

ｘｏＭ ｙｏＭ !

ｏ
Ｍ ｉｄＭ













１

－１Ｍｚ
Ｔ
０ （３１）

其中，１Ｍ表示Ｍ×１的全１向量，ｚ０＝［ｘ，ｙ，!，ｉｄ０１］
Ｔ。

将上式代入公式（２９）可得

ｘｏ１ ｙｏ１ !

ｏ
１ ｉｄ１１

ｘｏ２ ｙｏ２ !

ｏ
２ ｉｄ２１

   

ｘｏＭ ｙｏＭ !

ｏ
Ｍ ｉｄＭ













１

Ｔ

Ｕｎ＝ｚ１
Ｔ
ＭＵｎ （３２）
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其中ｚ＝［ｘ，ｙ，ｚ，ｄ０１］
Ｔ，对上式进行变形可得 ＰＵｎ＝

１[ ]ｚ１ＴＭＵｎ，接着在其两边分别右乘向量 ＵＴｎ１Ｍ，并除
以非零因子１ＴＭＵｎＵ

Ｔ
ｎ１Ｍ得到Ｐ

ＵｎＵ
Ｔ
ｎ１Ｍ

１ＴＭＵｎＵ
Ｔ
ｎ１Ｍ
＝
１[ ]ｚ，即

ＵｎＵ
Ｔ
ｎ１Ｍ

１ＴＭＵｎＵ
Ｔ
ｎ１Ｍ
＝Ｐ １[ ]ｚ （３３）

其中，Ｐ为 Ｐ的 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆。考虑到 Ｕｓ
和Ｕｎ之间的正交性（Ｕ

Ｔ
ｓＵｎ＝Ｏ４×（Ｍ－４）），在公式（３３）

两边分别左乘ＵＴｓ即可得到公式（３０）。
接下来，在公式（３０）两边分别左乘 ＵｓΛｓ，且由

Ｂ＝ＵｓΛｓＵ
Ｔ
ｓ可得ＢＡ

１[ ]ｚ＝０Ｍ，即得到公式（８）。
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