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摘　要：传统 ＬＭＳ算法的特点是计算简单，易于实现，但是性能方面存在收敛速度和稳态均方误差的矛盾。为

了解决这个矛盾，提出一种引用范数的双曲正切函数变步长最小均方误差（ＨＴＶＳＳ）ＬＭＳ算法，通过理论分析和

实验仿真，从收敛速度、跟踪性能、稳态均方误差以及抗干扰性能等四个方面展开，其他变步长ＬＭＳ算法进行

比较。实验表明，不管在高信噪比还是低信噪比的情况下，本文算法性能优于其他变步长算法，即能同时获得

较快的收敛速度、跟踪性能以及较小稳态均方误差。
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１　引言

自适应算法的研究是信号处理领域的重要研

究方向，应用广泛，尤其是线性自适应滤波器［１］。

目前，自适应算法主要分为 ＬＭＳ算法和 ＲＬＳ算法。

ＬＭＳ算法是随机梯度算法簇中的一员［２，３］，它原理

简单，计算量小，应用广泛。收敛速度、跟踪速度、

稳态均方误差、稳态失调量以及计算复杂度是决定

ＬＭＳ算法性能的重要因素。固定步长 ＬＭＳ算法的
收敛速度和稳态均方误差存在矛盾：步长越大，收
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敛速度越快，而稳态均方误差越大；步长越小，稳态

均方误差越小，而收敛速度越慢。为了解决这一矛

盾，ＬＭＳ算法往往采用变步长方式［４，５］。　

文献［６］提出了一种基于遗传算法的变步长
ＬＭＳ算法，该算法具有较好的收敛速度和跟踪速
度，还可以得到较小的稳态均方误差，但是当算法

达到稳态时，改变系统的参数，瞬时误差会增大。

文献［７］提出了基于 Ｓｉｇｍｏｉｄ函数的变步长 ＬＭＳ
（ＳＶＳＬＭＳ），能够兼顾收敛速度和稳态均方误差性
能，但在误差信号ｅ（ｎ）趋于零时，Ｓｉｇｍｏｉｄ函数变化
太快，稳态失调量增大。文献［８］提出了改进的算
法，解决了文献［９］的问题。文献［９］提出一种基于
箕舌线函数的变步长 ＬＭＳ算法，简化文献［７］的步
长公式。这些算法的核心是选取合适的步长函数，

好的步长函数能够使自适应初始阶段步长较大，收

敛速度快；稳态阶段步长较小，抑制随机噪声的影

响，减小稳态误差。

本文中，在原有的变步长 ＬＭＳ算法的基础上，

提出了一种引用范数的双曲正切函数的新变步长

算法ＨＴＶＳＳ。ＨＴＶＳＳ算法具有以下特点：①步长

函数引入了输入信号，能够反映输入信号对步长的

影响。②采用 ｅ（ｎ）ｅ（ｎ－１）来调节步长，提高抗噪

声干扰性能。此算法在收敛速度、跟踪速度以及稳

态均方误差等方面均优于其他变步长ＬＭＳ算法。

２　ＨＴＶＳＳ算法及分析

２．１　ＨＴＶＳＳ算法
固定步长的 ＬＭＳ算法是一种梯度最快下降方

法［１０］，不需要计算相应的相关函数和矩阵运算，算

法简单，核心公式为

ｗ（ｎ）＝ｗ（ｎ－１）＋２μ（ｎ）ｅ（ｎ）ｘ（ｎ） （１）

ｅ（ｎ）＝ｄ（ｎ）－ｗＴ（ｎ）ｘ（ｎ） （２）

公式（１）中，ｘ（ｎ）是在ｎ时刻时输入信号的矢量，

ｗ（ｎ）是第ｎ时刻的抽头系数，ｄ（ｎ）是期望输出响应，ｅ

（ｎ）是误差信号，μ（ｎ）为第ｎ次迭代的更新步长。

变步长ＬＭＳ算法中步长调整的核心思想［１１，１２］：

在初始阶段，步长大，跟踪性能好和收敛速度快；在稳

定阶段，步长小，稳态均方误差小，增强抗干扰性能。

影响算法的重要因素是步长因子的调整原则，

可以使步长因子的改变符合某种函数的变化。本

文通过建立步长因子μ（ｎ）与误差函数ｅ（ｎ）之间关
系来研究变步长 ＬＭＳ算法。文献［１３］引用了双曲

正切函数，即公式（３）为：

μ（ｎ）＝βｔａｎｈ（α×ｅ（ｎ）） （３）

当ｅ（ｎ）逐渐变小，趋向于０时，μ（ｎ）也趋向于
０。建立一条过零点平滑的曲线，符合步长调整的

思想。

为了保证步长因子μ（ｎ）的数值为正数，将函数

变成偶函数，即

μ（ｎ）＝βｔａｎｈ（α× ｅ（ｎ） ） （４）

文献［１４，１５］提出利用ｅ（ｎ）ｅ（ｎ－１）代替 ｅ（ｎ）
去调节步长，能够提高算法的抗干扰性能。因此，

引入了参数‖ｐ‖２，再引入参数 α和 β，就构成了新

的步长因子与误差函数之间的关系，即公式（５）为：

μ（ｎ）＝βｔａｎｈ（α× ｅ（ｎ） ×‖ｐ‖２） （５）

其中，ｐ（ｎ）的关系式主要参考文献［１６］中的思想，
该文献步长与误差函数的关系为

μ（ｎ）＝β（１－ｅｘｐ（－α‖ｅ（ｎ）Ｘ（ｎ）‖）） （６）
为了能够及时反映出输入信号变化对算法的影

响，就在步长函数中引入输入信号。因此，在ｐ（ｎ）的
表达式中引入参数输入信号ｘ（ｎ），综上可得，ｐ（ｎ）

的表达式为

ｐ（ｎ）＝ｂ×ｐ（ｎ－１）＋ａ×ｅ（ｎ）×ｘ（ｎ） （７）

结合公式（５）和（７），将μ（ｎ）和ｅ（ｎ）之间的关
系曲线来定性的分析。图１为 α，β，ｂ，ａ分别取不

同值时，μ（ｎ）和ｅ（ｎ）之间的关系图。
根据图 １可知，改变 α，β，ｂ，ａ四个参数的数

值，影响μ（ｎ）和ｅ（ｎ）之间的关系，当任何一个参数
发生变化时，ｅ（ｎ）减小，μ（ｎ）也减小，当 ｅ（ｎ）的数

值为０时，μ（ｎ）也为０，且减小的速度较平缓。
至此，本文得到了一种引入范数的双曲正切函

数变步长算法，即ＨＴＶＳＳ算法，公式为：

ｅ（ｎ）＝ｄ（ｎ）－ｗＴ（ｎ）ｘ（ｎ） （８）

ｐ（ｎ）＝ｂ×ｐ（ｎ－１）＋ａ×ｅ（ｎ）×ｘ（ｎ） （９）

μ（ｎ）＝βｔａｎｈ（α× ｅ（ｎ） ×‖ｐ‖２） （１０）

ｗ（ｎ＋１）＝ｗ（ｎ）＋２×μ（ｎ）×ｅ（ｎ） （１１）

４９
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图１　μ（ｎ）和ｅ（ｎ）的关系曲线

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｂｅｔｗｅｅｎμ（ｎ）ａｎｄｅ（ｎ）

　　由公式（９），即ｐ（ｎ）＝ｂ×ｐ（ｎ－１）＋ａ×ｅ（ｎ）×ｘ（ｎ），

其中，ｐ（０）＝０，通过计算简化，可得到公式（１２），即

ｐ（ｎ）＝ａ×∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｎ－ｉｅ（ｉ）ｘ（ｉ） （１２）

计算Ｅ｛ｅ（ｎ）‖ｐ（ｎ）‖２｝的数值，得到公式（１３）：

Ｅ｛ｅ（ｎ）‖ｐ（ｎ）‖２｝＝Ｅ｛ｅ（ｎ）ａ２‖∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｎ－ｉｅ（ｉ）ｘ（ｉ）‖

２

｝

＝ａ２∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｅ｛ｅ（ｎ）ｂｎ－ｉ（ｅ（ｉ）ｘ（ｉ））Ｔｂｎ－ｊ（ｅ（ｉ）ｘ（ｉ））｝

（１３）

当ｉ≠ｊ时，由于ｂ＜１，ｎ→∞，可得到Ｅ｛ｅ（ｎ）‖ｐ（ｎ）‖２｝

＝０。当ｉ＝ｊ时，式（１３）变换为式（１４）：

Ｅ｛ｅ（ｎ）‖ｐ（ｎ）‖２｝＝Ｅ｛ｅ（ｎ）ａ２‖∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｎ－ｉｅ（ｉ）ｘ（ｉ）‖

２

｝

　　 ＝ａ２∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｛ｂ２（ｎ－ｉ）ｘＴ（ｉ）ｘ（ｉ）ｅ２（ｉ）ｅ（ｎ）｝

　　 ＝ａ２∑
ｎ

ｉ＝１
ｂ２（ｎ－ｉ）Ｅ｛ｘＴ（ｉ）ｘ（ｉ）｝Ｅ｛ｅ２（ｉ）ｅ（ｎ）｝

（１４）

所以，引入参数ｅ（ｎ）‖ｐ‖２，能够提高算法的抗

干扰性能。

由公式（１１）可知，抽头系数的更新与固定步长

ＬＭＳ算法一致，收敛条件为［１７］：

０＜μ＜１
!ｍａｘ

（１５）

其中，
!ｍａｘ是抽头输入信号自相关矩阵的最大特征

值。由式（１０）可知步长 μ（ｎ）＜β，因此，ＨＴＶＳＳ算

法收敛的条件为：

０＜β＜１
!ｍａｘ

（１６）

２．２　ＨＴＶＳＳ算法仿真分析
本文参考文献［４］中的计算机模拟条件：１）自

适应滤波器的阶数Ｌ＝６；２）未知系统的横向滤波器

的抽头系数为［０．４，０．６９，０．８５，０．７，０．６９，０．８８］，在第

５００个采样点时刻未知系统发生时变，系统的抽头系

数变为［０．４，０．９１，０．２，０．５５，０．４，０．１９］；３）参考输入

信号ｘ（ｎ）零均值，单位方差的高斯白噪声；４）ｖ（ｎ）

是均值为零，方差为０．０００１的高斯白噪声，且与 ｘ

（ｎ）不相关。每次采样点数为１０００，分别做１５０次

独立仿真，做学习曲线。

５９



信 号 处 理 第３０卷

研究参数ｂ时，仿真条件为：α＝３００，β＝０．０７，ａ
＝０．２。ｂ的取值为０．９８、０．９５、０．３、０．０１。仿真图
如所示：

ｂ＝０．９８，ｂ＝０．９５，ｂ＝０．３，ｂ＝０．０１

分析：根据上图所示，ｂ的数值越大，步长的
收敛速度就越快，稳态均方误差的数值就越小。

当 ｂ取值为０．９５和０．９８时，两者的收敛速度相
近，但 ｂ为 ０．９８的稳态均方误差数值小于 ｂ为
０．９５的稳态均方误差。改变 ｂ的数值，影响新算
法的收敛速度和稳态均方误差的数值。在 Ｎ＝
５００的时刻，改变系统的参数，ＨＴＶＳＳ算法的跟
踪性能较好。

研究参数β时，仿真条件为：α＝３００，ｂ＝０．９８，ａ
＝０．２。β的取值为０．０１、０．０２、０．０３、０．０７。仿真如
图所示：

β＝０．０１，β＝０．０２，β＝０．０３，β＝０．０７

分析：由上图所示，参数 β的数值越大，收敛速
度就越快。在β＝０．０１时，Ｎ＝３００时才达到收敛状

态，而β＝０．０７时，Ｎ＝８０时就已经达到收敛状态。
但是，当β＝０．０１，０．０２，０．０３，０．０７时，达到稳定状
态时的稳态均方误差的数值相等，收敛速度不同。

β数值的改变，影响算法的收敛速度。在 Ｎ＝５００
时，改变系统的参数，ＨＴＶＳＳ算法的跟踪性能较好。

研究参数α时，仿真条件为：β＝０．０７，ｂ＝０．９８，ａ
＝０．２。α的取值为３、３０、３００、３０００。仿真如图所示：

α＝３，α＝３０，α＝３００，α＝３０００

分析：根据上图所示，参数α的数值越大，稳态均
方误差越小，收敛速度也较快。当α＝３时，Ｎ＝４００才
达到收敛状态，稳态均方误差的数值为－２８ｄＢ左右；
在当α＝３０００时，Ｎ＝８０就达到收敛状态，稳态均方
误差的数值为－４０ｄＢ左右。在Ｎ＝５００时，改变系统
的参数，ＨＴＶＳＳ算法的跟踪性能较好。

研究参数ａ时，仿真条件为：β＝０．０７，ｂ＝０．９８，
α＝３０００。ａ的取值为０．２、０．０４、０．０１、０．００１。仿真
如图所示：

ａ＝０．２，ａ＝０．０４，ａ＝０．０１，ａ＝０．００１
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分析：根据上图可知，参数ａ的数值越大，收敛速
度就越快，稳态均方误差的数值也越小。在 ａ为
０．００１时，Ｎ为３００才进入稳态，而 ａ为０．２时，Ｎ为
１２０就达到稳态。两者的收敛速度，ａ为０．２较快。
在本次实验中，ａ的最佳值为０．２。

通过对ＨＴＶＳＳ算法各参数进行分析，参数 α，

β的改变对算法的性能好坏影响较大。参数 ｂ和 ａ
的取值，通过大量实验测试，当 ＨＴＶＳＳ算法达到最
佳状态时，ｂ取值一般为 ０．９８左右，ａ取值为 ０．２
左右。

３　各变步长ＬＭＳ算法性能比较

本文ＨＴＶＳＳ算法与固定步长 ＦＳＳＬＭＳ算法、
ＳＶＳＬＭＳ算法、ＧＳＶＳＬＭＳ算法、箕舌线ＬＭＳ算法以
及ＶＳＳＬＭＳ算法进行仿真分析，仿真条件：１）自适应
滤波器的阶数Ｌ＝２；２）未知系统的横向滤波器的抽
头系数为［０．８，０．５］，在第５００个采样点时刻未知系
统发生时变，系统的抽头系数变为［０．４，０．２］；３）参
考输入信号ｘ（ｎ）零均值，单位方差的高斯白噪声；
４）ｖ（ｎ）是均值为零，方差为０．０００１的高斯白噪声，
且与ｘ（ｎ）不相关。每次采样点数为１０００，分别做
１５０次独立仿真，做学习曲线。在该实验条件对各
算法进行大量仿真，测定了各算法最优情况时的各

参数的取值情况。各仿真条件如下：

１、固定步长ＦＳＳＬＭＳ算法中，步长 μ的固定值
取为０．０７。
２、ＳＶＳＬＭＳ算法中公式为

μ（ｎ）＝β（ １
１＋ｅｘｐ（－α ｅ（ｎ） ）

－０．５） （１７）

其中，β＝０．０７，α＝３００。
３、ＧＳＶＳＬＭＳ算法中公式为

μ（ｎ）＝β（１－ｅｘｐ（－α ｅ（ｎ）２）） （１８）
其中，β＝０．０７，α＝３００。
４、箕舌线ＬＭＳ算法中公式为

μ（ｎ）＝β（１－ １
１＋αｅ２（ｎ）

） （１９）

其中，β＝０．０７，α＝３００。
５、ＶＳＳＬＭＳ算法中公式为

μ′（ｎ＋１）＝αμ（ｎ）＋ｒｅ２（ｎ），０＜α＜１，ｒ＞０

μ（ｎ＋１）＝
μｍａｘ ｉｆ　　μ′（ｎ＋１）＞μｍａｘ

μｍｉｎ ｉｆ　　μ′（ｎ＋１）＜μｍｉｎ

μ′（ｎ＋１）　 ｏｔｈｅｒｗ
{

ｉｓｅ

０＜μｍｉｎ＜μｍａｘ

（２０）
其中，β＝０．０７，α＝０．９５，γ＝０．０５，μｍａｘ＝０．０７，μｍｉｎ＝
０．０００１。
６、本文 ＨＴＶＳＳ算法中 β＝０．０７，ｂ＝０．９８，α＝

３０００，ａ＝０．２。仿真结果如图２所示：

图２　不同变步长ＬＭＳ算法的学习曲线（噪声方差为０．０００１）
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｌｅａｒｎｉｎｇｃｕｒｖｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｒｉａｂｌｅｓｔｅｐｓｉｚｅ

ＬＭＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｎｏｉｓｅｖａｒｉａｎｃｅｉｓ０．０００１）

将噪声的方差改为０．０４，其他条件不变，各仿
真条件如下：ＳＶＳＬＭＳ算法中 β＝０．０２，α＝３００，Ｇ
ＳＶＳＬＭＳ算法中β＝０．０２，α＝３００，箕舌线 ＬＭＳ算法
中β＝０．０２，α＝３００，ＶＳＳＬＭＳ算法中 β＝０．０２，α＝
０．９５，γ＝０．０５，μｍａｘ＝０．０２，μｍｉｎ＝０．０００１，本文 ＨＴ
ＶＳＳ算法中 β＝０．０３，ｂ＝０．９９７，α＝３０００，ａ＝０．２。
仿真结果如图３所示：

图３　不同变步长ＬＭＳ算法的学习曲线（噪声方差为０．０４）
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｌｅａｒｎｉｎｇｃｕｒｖｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｒｉａｂｌｅｓｔｅｐｓｉｚｅ

ＬＭＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｎｏｉｓｅｖａｒｉａｎｃｅｉｓ０．０４）
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表１　各步长算法数据对比
Ｔａｂ．１　ＴｈｅｄａｔａｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｒｉａｂｌｅｓｔｅｐｓｉｚｅＬＭＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　　　　噪声误差
步长算法　　　　　

０．０４ ０．０００１

收敛速度（Ｎ） 稳态均方误差（ｄＢ） 收敛速度（Ｎ） 稳态均方误差（ｄＢ）

ＦＳＳＬＭＳ ５０ －１３．２２ ９４ －３８．６６

ＳＶＳＬＭＳ ４８ －１３．４２ ９０ －３９．４６

ＧＳＶＳＬＭＳ ３３ －１３．７５ ８５ －３９．６９

箕舌线ＬＭＳ ３２ －１３．３８ ８５ －３９．２７

ＶＳＳＬＭＳ ４１ －１２．２７ ９１ －３７．２９

ＨＴＶＳＳ ２７ －１４．２１ ４４ －４０．０１

　　由表１可知，本文提出的 ＨＴＶＳＳ算法，在噪声

误差为 ０．０４时，Ｎ＝２７时收敛，稳态均方误差为

－１４．２１ｄＢ，在噪声误差为０．０００１时，Ｎ＝４４时收敛，

稳态均方误差为－４０．０１ｄＢ。与其他算法相比，在收

敛速度上均优于固定步长 ＦＳＳＬＭＳ算法、ＳＶＳＬＭＳ

算法、ＧＳＶＳＬＭＳ算法、箕舌线 ＬＭＳ算法以及 ＶＳＳ

ＬＭＳ算法，在稳态均方误差数值上，比 ＶＳＳＬＭＳ算

法小，与 ＳＶＳＬＭＳ算法、ＧＳＶＳＬＭＳ算法、箕舌线

ＬＭＳ算法相当。综上所述，本文 ＨＴＶＳＳ算法相对

于其他四种变步长算法均具有较好的性能。因此，

ＨＴＶＳＳ算法具有良好的抗噪声性能，跟踪性能好，

收敛速度快，在综合性能上优于其他四种算法。

４　结论

本文提出了一种引入范数的双曲正切函数的

新变步长算法，解决了固定步长ＬＭＳ算法的收敛速

度与稳态均方误差之间的矛盾，有效的折中这两个

方面的性能，达到最优化。本文算法引入的参数比

较多，其中较关键参数为α、β、ｂ、ａ，与其他变步长算

法相比，该算法的计算复杂度较高，但是现阶段解

决双曲正切函数计算复杂的方法有很多，如查表

法、多项式近似法、基于查表的多项式结合方法、有

理数近似和逐位法五类［１８］。因此，ＨＴＶＳＳ算法在

现有的硬件水平是可以实现的。本文通过修改步

长与误差函数之间的关系，引入输入信号对步长的

影响，增加算法的抗干扰性能，并且在低信噪比情

况下，收敛速度、跟踪性能以及稳态均方误差等方

面均优于其他算法，具有实际意义。
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