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摘 要: 中国余数定理在数字信号处理等领域有着广泛的应用。传统的中国余数定理要求待恢复的数及余数都
为整数，且对噪声极其敏感。为了在余数含有误差时鲁棒的恢复原来的数，一种鲁棒的中国余数定理最近被提
出。但是现有的算法都是基于搜索的，因此所需的运算量极大。为了克服这一缺陷，本文提出了鲁棒的闭式中
国余数定理，在此基础上给出了重建原来数的算法。最后，将该方法应用于欠采样下信号频率的估计中。仿真
的结果表明，在相同信噪比下，所给算法和现有的搜索算法的估计性能一样的，但是所给出的算法所需的运算

量大幅的减少，且解的形式更为简洁。
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The Closed-Form Robust Chinese Remainder Theorem and Its
Application in Frequency Estimation with Undersampling
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( Ministry of Education Key Lab for Intelligent Networks and Network Security，Xi’an
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Abstract: The Chinese remainder theorem is widely used in many fields such an signal processing． It tells us that an in-
teger can be reconstructed by its corresponding remainders． As we know，it is not robust in the sense that a small error in
its remainders may cause a large error in the determined integer by the CRT． In order to resist the error sensitivity，a robust
CRT was proposed recently． However，all of the methods in the literatures were searching based which required a heavy
computational load． In this paper，a Closed-form robust Chinese Remainder Theorem is presented to solve the robust esti-
mation problem． Furthermore，we give the algorithm to reconstruct the original number． In order to verify the effectiveness
of the method，we applied it to the frequency determination when the signal waveforms are undersampled． Simulation results
show that the proposed algorithm has the same performance but less computational complexity． Moreover，it has a more con-
cise expression．
Key words: Signal Processing; Chinese Remainder Theorem; Robust; Undersampled; Frequency estimation

1 引言

中国余数定理 ( Chinese remainder theorem，
CRT) 是数论中的一个古老话题［1］。它告诉我们，如

果一个整数小于一组两两互质的数的最小公倍数，

则该数可由其取模运算后的余数唯一地确定下来。
由于其“化整为零”的特点，使得该定理在数字信号
处理［2-3］、编码［4-5］、密码学［6］及计算机［7-8］等领域获
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得了广泛的应用。然而，CRT 对误差特别敏感，即
极小的余数误差使得恢复的数与原来的数相差很

大。正是这一缺陷，限制了其在实际系统中的应
用，如在雷达［9-10］、RIPS［11］等系统中，由于不可避免
的存在噪声，从实际中得到的数据往往带有误差且

为实数。因而，传统的 CRT 无法解决这些实际的
问题。
为了克服这一缺陷，文献［12］提出了一种鲁棒

的中国余数定理方法，即利用余数的冗余来鲁棒的

恢复原来的数。该方法的基本原理为: 假设所有的
模含有不为 1 的最大公约数，且除去该最大公约数
后所得的余数两两互质。若所有余数的误差在某
个范围时，则被回复数的误差也会控制在一定范围

内。该文献给出了这个最大的误差范围，即误差的
界为最大公约数的四分之一; 同时给出了搜索算

法。但所给该算法是一个二维的搜索，运算量是很
大的，尤其是当被恢复的数很大时，这种二维的搜

索变得更难实现。为了减少繁重的运算，文献［13-
14］给出了快速的搜索算法，大大降低了运算量。
由于鲁棒的中国余数定理既克服了传统 CRT 要求
被恢复的数以及余数都为整数的条件限制，又具有

鲁棒性，使得其在雷达系统［15-17］，测距［18-19］，角度估

计［20］，以及欠采样频率估计［21-22］等问题中有着广泛

的应用。
尽管文献［21］给出的快速算法将二维的搜索

降为一维的搜索，大大降低了运算量，但该算法的

运算量与所取模的个数以及模的大小都有关。当
所取模的个数较多或数值较大时，都会使得搜索量

加大。为了避免多余的搜索，本文提出了一种鲁棒
的中国余数定理的闭式求解方法( closed-form robust
CRT，CRCRT) 。该方法通过差分运算得到了余数
问题的闭式解，无需搜索，因而大大减少了运算量。
为了验证该方法的效果，我们将其应用到频率估计

中。仿真的结果表明，与所给出的快速搜索算法
( fast searching CRT，FSCRT) 相比，所给的算法不仅
有更小的运算量，还有着更简洁的闭式估计表达式。

2 中国余数定理及其推广

我们首先给中国余数定理及其推广的形式。
设 N 为一正整数，若 N 关于模 M1，M2，…，ML

的余数分别为 r1，r2，…，rL，即

N≡ri mod Mi ( 1)
其中 0≤ri＜Mi，i= 1，2，…，L。则当 N＜lcm( M1，M2，

…，ML ) 时，其中 lcm(·) 表示最小公倍数，整数 N 可

由其余数唯一的确定［1］。本文考虑模 M1，M2，…，
ML 有最大公约数 M，且除去最大公约数 M 后的数
是两两互质的情况，即Mi =MΓ i，i=1，2，…，L，且 gcd
( Γ i，Γ j ) = 1，i≠j，gcd(·) 表示最大公约数。下面我们
来讨论此推广的中国余数定理。
注意到，( 1) 可等价的写为:
N=niMΓ i+ri，i=1，2，…，L ( 2)

其中 ni 为一整数，也称为模糊倍数。
由上式可知，ri 关于模 M 后的余数为同一常

数，记为 rc。于是，ri－r
c 为 M的一整倍数，不妨设为

qi，于是有

ri =Mqi+r
c ( 3)

将上式带入( 2) 可得
N= ( niΓ i+qi ) M+rc ( 4)

记 N0 =niΓ i+qi，i = 1，2，…，L，则( 4 ) 可表示为: N =

MN0 +r
c。
上述推广的中国余数定理是在余数没有误差

的情况下得到的，下面我们着重分析当余数有误差

时，如何得到原来数的鲁棒估计。

3 鲁棒的闭式中国余数定理

设第 i个余数的误差为 Δri，则含有误差的余数

r̂i 为
r̂i = ri+Δri，i=1，2，…，L ( 5)

于是鲁棒的估计问题即为，如何从余数 r̂1，r̂2，

…，r̂L 中鲁棒的恢复原来数 N。由( 2 ) 可以看出
niMΓ iri，因此，模糊倍数 ni 的估计值决定了原来

数的估计。为了得到鲁棒的估计值 N̂，模糊倍数 ni

要估计正确。下面我们从 r̂i 来得到这些估计值 n̂i。
由于 N0 = niΓ i +qi，i = 1，2，…，L，将其写成一个

等式组即为，

N0 =n1Γ1 +q1
N0 =n2Γ2 +q2


N0 =nLΓL+qL










( 6)

将上方程组的后 L－1 项减去第一项，得
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n1Γ1 －n2Γ2 = q2，1
n1Γ1 －n3Γ3 = q3，1


n1Γ1 －nLΓL = qL，1










( 7)

其中，qi，1 = qi－q1，i=2，3，…，L。
通过上方程组可以得到模糊数 ni 的表达式，进

而可以得到 N 的值。下面的定理给出这一结论。
为了方便，我们记 x关于模 M的余数为〈x〉M。
引理 1
由方程组( 7) 确定的解为:

n1 = qi，1 Γ i，1 +kΓ i

ni =
n1Γ1 －qi，1

Γ i










( 8)

其中 k为某一整数，Γ i，1 为 Γ1 关于 Γ i 的模逆，i = 2，
3，…，L。
证明: 考虑方程组( 7) 中第 i个方程:
n1Γ1 －niΓ i = qi，1 ( 9)

由于 Γ1，Γ2，…，ΓL 是两两互质的，故 Γ1 关于 Γ i 的

模逆是存在的。设其为Γ i，1，于是

〈Γ i，1·Γ1〉Γi =1 ( 10)

( 9) 两边同乘以Γ i，1 可得

n1Γ1 Γ i，1 －niΓ i Γ i，1 = qi，1 Γ i，1 ( 11)

( 11) 关于 Γ i 取模可得，n1 =〈qi，1 Γ i，1〉Γi。这意味着

存在某一整数 k，使得 n1 = qi，1 Γ i，1 +kΓ i。

将所求得的 n1 代入( 9) ，即可得 ni =
n1Γ1 －qi，1

Γ i
，i

=2，3，…，L。
由引理 1 可看出，为了求得 ni，首先得求解出

qi，1，其中 i=2，3，…，L。由( 3) 可得，
ri－r1 =M( qi－q1 )

也即是，

qi，1 =
ri－r1
M

在余数有错误的情况下，记 qi，1 的估计值 q̂i，1 为

q̂i，1 =
r̂i－r̂1
M[ ] ( 12)

其中，［·］表示取圆整运算，任意实数 x 的圆整运

算满足关系: － 1
2 ≤

x－［x］＜ 1
2
。

得到 qi，1 的估计值 q̂i，1 后，可以求得模糊数 ni

的估计值 n̂i，下面的定理给出了这一结果。
定理 1
记 Γ=Γ1…ΓL，γi =Γ /Γ i，则在( 12) 的条件下，ni

的估计值 n̂i 为:

n̂1 =〈∑Li = 2
ξ̂i，1 bi，1

γ1

Γ i
〉

γ1

n̂i =
n̂1Γ1 － q̂i，1

Γ i













( 13)

其中，bi，1 为
γ1

Γi
关于 Γi 的模逆，ξ̂i，1 = q̂i，1 Γi，1，i = 2，3，

…，L。
证明: 当余数为 r̂1，r̂2，…，r̂L 时，在( 12 ) 的条件

下，定理 1 的结论中的 qi，1 为对应的估计值 q̂i，1。因
此，ni 的估计值 n̂i 为:

n̂1 = q̂i，1 Γ i，1 +kΓ i ( 14)

n̂i =
q̂i，1 Γ i，1Γ1 －q̂i，1

Γ i

+kΓ1，i=2，3，…，L ( 15)

由( 14) 可知，n̂1 =〈q̂i，1 Γ i，1〉Γi，记 ξ̂i，1 = q̂i，1 Γ i，1，于是

n̂1 =〈ξ̂i，1〉Γi，i=2，3，…，L ( 16)

于是，n̂1 可由 L－1 个余数〈ξ̂2，1〉Γ2，〈ξ̂3，1〉Γ3，…，

〈ξ̂L，1〉ΓL 确定下来。记 γ1 = Γ2Γ3…ΓL，
γ1

Γ i
关于模 γ1

的模逆记为 bi，1，则由中国余数定理可得 n̂1 的值为

n̂1 =〈∑Li = 2
ξ̂i，1 bi，1

γ1

Γ i
〉

γ1

( 17)

将其带入( 15) 可得: n̂ i
=
n̂1Γ1 －q̂i，1

Γ i
，i=2，3，． ． ．，L。

定理 1 给出了从有误差的余数中估计模糊数的
方法，当模糊数 n1，n2，…，nL 全部估计出以后，可以

得到原来数 N的估计值 N̂:

N̂ = 1
L∑

L

i = 1
n̂iMΓ i + r̂i ( 18)

下面我们给出鲁棒的闭式中国余数定理的算法。
步骤 1: 利用( 12) ，从带有误差的余数 r̂1，r̂2…，

r̂L 中计算 q̂i，1，i=2，3，…，L。

步骤 2: 计算 ξ̂i，1 :

ξ̂i，1 = q̂i，1 Γ i，1，i=2，3，…，L

其中，Γ i，1 为 Γ1 关于 Γ i 的模逆。

8021



第 9 期 王文杰 等: 鲁棒的闭式中国余数定理及其在欠采样频率估计中的应用

步骤 3: 计算 n̂1 :

n̂1 =〈∑Li = 2
ξ̂i，1 bi，1

γ1

Γ i
〉

γ1

其中，bi，1 为
γ1

Γ i
关于模 γ1 的模逆。

步骤 4: 计算 n̂
i
:

n̂
i
=
n̂1Γ1 －q̂i，1

Γ i
，i=2，3，． ． ．，L

步骤 5: 由( 18) 计算出 N̂。
最后，我们给出鲁棒的估计出原来数 N 的充分

必要条件。
定理 2
记 Γ=Γ1Γ2…ΓL，Γ1，Γ2，…，ΓL 两两互质。若 0

≤N＜ lcm ( M1，M2，…，ML ) = MΓ，则 n̂j = nj，j = 1，2，

…，L当且仅当－M2 ≤Δ
ri－Δr1 ＜

M
2
，i=2，3，…，L。

证明: 由( 5) 及( 12) 可得，

q̂i，1 = qi，1 +
Δri－Δr1

M[ ] ( 19)

充分性:

由于 － M
2 ≤Δ

ri －Δr1 ＜
M
2
，i = 2，3，…，L，故有

Δri－Δr1
M[ ] =0。从而，q̂i，1 = qi，1。也即是，ξ̂i，1 = ξi，1。

由( 17) 可得，n̂1 =〈∑Li = 2 ξi，1 bi，1
γ1

Γi
〉

γ1

，即 n̂1 = n1。由

( 13) 可得，n̂i =ni，i=2，3，…，L。
必要性:

假设至少存在一个 Δrj，j∈ { 2，3…，L} ，不满

足－M2 ≤ Δrj － Δr1 ＜
M
2
。于是，

Δrj－Δr1
M[ ] ≠ 0。由

( 19) 可得，q̂j，1≠qj，1。下面分两种情况讨论:

( 1) 若
Δrj－Δr1

M[ ]≠kΓ j

在此情况下，q̂j，1≠qj，1 +kΓ j。由( 16) 可知，n̂1 关

于模 Γ j 的余数为〈q̂j，1 Γ j，1〉Γ j。而 n1 关于模 Γ j 的余

数为〈qj，1 Γ j，1〉Γ j。由于〈q̂j，1 Γ j，1〉Γ j≠〈qj，1 Γ j，1〉Γ j，由
中国余数定理可知，n̂1≠n1。

( 2) Δ
rj－Δr1
M[ ] = kΓ j

在此情况下，q̂j，1 = qj，1 +kΓ j。由于 n̂1 与 n1 关于

Γ i 同模，所以 n̂1 =n1。由引理 2 可得，

n̂
j
=
n̂1Γ1 －q̂j，1

Γ j

=nj－k ( 20)

从而，n̂j≠nj。

4 欠采样下信号频率的估计

本节利用本文提出的 CRCRT 算法，对欠采样
下单频率的信号进行频率估计。
假设频率为 f0 的复信号为:
S( t) = Aexp( j2pf0 t) +ω( t) ( 21)

其中，ω( t) 为高斯白噪声。
由 Nyquist 采样定理可知，为了估计频率 f0，采

样的频率不能小于 2f0。通常频率 f0 较大，因此高的
采样率给硬件带来了诸多的不便。为了降低采样
速率，我们在欠采样的情况下对原频率进行估计。
现假设用 L次采样，频率分别为 M1，M2，． ． ．，ML。由
中国余数定理可知，能唯一的确定出原信号的频率

而不产生模糊的最大频率为 lcm ( M1，M2，． ． ．，ML ) 。
在不超过最大频率的条件下，将获得欠采样下信号

的样本用 FFT 来求得在 Mi 采样率下的估计值( 对

应于定理中的带误差的余数 r̂i ) 。最后，利用鲁棒的
中国余数定理估计出原频率的值。本文用 CRCRT
和 FSCRT两种鲁棒的方法来估计信号的真实频率。
下面给出仿真的条件及结果。
图 1 和 2 取采样点数 L = 3，采样率分别为 M1 =

11M，M2 = 13M，M3 = 17M，其中 M 为最大公约数，本
实验取 100 以及 200。每个信噪比下，运行的次数
为 10000。我们用相对误差的均值以及正确估计的
概率来衡量算法的性能。如果估计的误差不超过
真实值的 0． 1%，则认为估计是正确的。从误差均
值及正确估计的概率随信噪比的变化曲线的结果

可以看出: 当采样率有相同的最大公约数 M 时，
CRCRT算法和 FSCRT的均值误差和正确估计的概
率几乎是一样的。也就是说，这两种方法几乎有这
相同的性能。另外，从图中也可以看出，M = 200 时
的性能好于 M = 100 的，也就是说，最大公约数大的
余数组，对应的估计性能好。这一结论也符合事
实，由( 12) 可以看出，M越大，就能容忍的误差的范
围也就越大。经过欠采样后，采样率由原来的最大
243100 降为 1700，大大降低了采样率。
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图 3 给出了两种算法的运行时间随着采样点个
数变化时的曲线。在实验中，取 M = 100，Γ1 到 Γ6

分别为 7、11、13、17、19、23，运行的次数为 1000。从
图中可以看出，FSCRT 的运行时间随着采样点数呈
线性增加，而 CRCRT 的运行时间基本不随采样点
数的增加而增加。因而，与 FSCRT 算法相比，
CRCRT算法更快。随着采样的个数增多，且采样率
的变大，这种运算的优势更加明显。

图 1 相对误差均值随信噪比变化的曲线
Fig． 1 Mean of the relatively error versus SNR

图 2 正确估计的概率随信噪比变化的曲线
Fig． 2 The probability of the correct estimation versus SNR

图 3 运算时间随采样点个数的变化曲线
Fig． 3 Running time versus the number of sampling

5 结论

本文给出了一种鲁棒的中国余数定理的新的

算法，解决了当余数含有误差且不为整数时，快速

的估计出原来的数这一问题。不同于已有鲁棒的
恢复方法，本文给出的基于差分思想的鲁棒闭式中

国余数定理不需要大量的搜索，且有着更为简洁的

数学表达式。为了验证所给方法的有效性，将其应
用于欠采样下信号频率的估计中，并将该方法和现

有的 FSCRT做了对比。仿真的结果表明，所给算法
和搜索算法相比，有几乎相同的性能，但是所给出

的算法所需的运算量大幅减小。
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