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摘 要: 当前网格编码多调制指数连续相位调制方案呈现出较好的功率和带宽性能，其代价是接收机复杂度较

高。在该方案中，如果将多个调制指数设计成特定的样式进行循环，而不是普通的周期使用，如此导致编码的

有效长度增加从而能够得到更好的性能。本文在网格码与连续相位编码构建联合网格状态的基础上，对连续相

位调制的多个调制指数样式进行了设计。通过进一步分析可以发现: 联合编码器的有效长度和最小错误事件的

欧氏距离得到大幅度提高。仿真结果表明: 码率为 1 / 2 和 2 /3 的四进制与八进制两指数 CPM 方案，要比单指数

CPM 方案分别能够获得 1． 4dB 和 1． 7dB 的性能增益。
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Pattern Design of Multiple Indices in Trellis-Coded CPM System
Based on Super Trellis

LIU Xian LIU Ai-jun PAN Xiao-fei GUO Dao-xing WANG Yong-gang PAN Ke-gang
( Institute of Communications Engineering，PLA University of Science and Technology，JiangSu Nanjing，210007，China)

Abstract: Schemes of trellis coded multi-h continuous phase modulation ( CPM) have been shown in the literature to

have attractive power-bandwidth performance at the expense of increased receiver complexity． In these schemes，the format

of multiple indices is made to be associated with the specific pattern and repeated rather than cyclically changed in time for

successive symbol intervals，resulting in a longer effective length of the error event with better performance． In this paper，

the pattern of multiple indices has been designed based on super trellis which is constructed by trellis encoder and continu-

ous phase encoder． The effective length of the merged encoder and the Euclidean distance of the minimal error event have

been increased greatly based on further analysis． Simulation results show that a scheme combining rate 1 / 2 and 2 /3 trellis

codes with 4-and 8-level dual-h CPM is shown to achieve 1． 4dB and 1． 7dB performance gain respectively than the scheme

with single-h．
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1 引言

1999 年 MIL-STD-188-181B 方案［1］的提出，使得

多调 制 指 数 ( Multi-h ) 的 连 续 相 位 调 制 ( CPM:

Continuous Phase Modulation ) 方 案 成 为 军 事 UHF
( Ultra-High Frequency ) 卫 星 终 端 的 标 准。随 后 在

2004 年，一个两调制指数的 CPM 方案，由于其相比较

于脉冲 编 码 调 制 /频 率 调 制 ( PCM/FM，Pulse Code
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Modulation /Frequency Modulation) 更加优越的频谱特

性和误比特性能，被选定作为 Tier-II IRIG 106 航空遥

测标准［2］。以上方案中，如果对多个调制指数进行

适当的选择，那么在解调译码过程中相邻路径的汇

合就会向后延迟，因而相比较于单调制指数( Single-
h) 的 CPM 方案，可以产生更大的欧氏距离和更好

的性能。文献［3］-［5］研究了多指数的 CPM 方案

在 AWGN 信道和平衰落信道下的误比特性能。然

而目前大多数 CPM 方案的研究，其多个指数一般都

是周期循环的，较少有文献对多个指数的样式进行

深入的研究。Dave 和 Smieee 在文献［6］中描述了

一种根据前一符号、当前符号和当前相位状态实时

改变调制指数的非对称 CPM 方案，其相对于普通的

Multi-h 方案，可以使最小欧氏距离得到进一步提

高。文献［7］-［9］研究了在多指数 CPM 方案中采

用 Viterbi 译码器，可以获得额外的编码增益。如果

将 CPM 与信道编码相结合构成级联码，并对多个调

制指数进行有针对性的选择，那么会提供更加优越

的性能［10］-［13］。文献［14］分析了一类非线性 CPM
技术。与其他 CPM 技术相比，在给定状态数的情况

下，可以获得更好的性能，但是该方案中约束长度

的增加并不能保证对应最小欧氏距离的增加，且需

要数目较多的调制指数。
本文基 于 CPM 分 解 为 连 续 相 位 编 码 ( CPE:

Continuous Phase Encoder ) 和无记忆调制器 ( MM:

Memoryless Modulator) 的思想，将 CPE 与网格编码

相结合，将 CPE 的相位状态与网格码的状态相结

合，构建了具有联合网格状态的编码器。基于该联

合编码器，分析了最小错误事件和码字的最小欧氏

距离，进而对网格编码和多个调制指数的样式进行

设计。然后通过联合编码器的状态转移图对网格

编码多指数 CPM 方案在 AWGN 信道下的性能进行

了分析，并通过仿真进行了验证。
论文的第二部分分析了由网格码和 CPE 构建

的联合编码器，该编码器的联合网格结构在第三部

分进行了描述，第四部分给出了网格编码结合 CPM
多指数样式的设计过程，第五部分给出了性能分

析，并进行了仿真验证与性能比较，最后在第六部

分进行了总结。

2 系统模型

2． 1 网格编码多指数 CPM 系统描述

图 1 给出了网格编码多指数 CPM 系统的结构

框图，在时刻 n，信息源比特 bn 作为输入送给网格

编码器，编码器输出为 M 进制的符号序列 Un，码字

符号 Un 作为输入送给连续相位编码器 CPE，其输

出序列为 χ ( γ)

n ，该序列作为输入送给无记忆调制器，

输出即为 CPM 信号。网格码和 CPE 两个子编码器

构建联合编码器，错误事件的分析正是基于该联合

编码器。

图 1 网格编码多指数 CPM 系统发射机 /接收机结构框图

Fig． 1 Transmitter /Receiver structure of trellis coded
multi-h CPM system

在 AWGN 信道下，接收信号定义为

r( t) = s( t) +n( t) ( 1)

其中 n( t) 为功率谱为 N0( W/Hz) 的高斯随机变量，

接收信号输入至匹配滤波器，滤波器输出为 χ̂ ( γ)
n ，其

作为输入送给 Viterbi 解调器，解调输出的序列 Ûn

作为输入送给 Viterbi 译码器，译码输出即为恢复的

比特序列 b̂n。

2． 2 多指数 CPM 的分解模型

Rimoldi 在 文 献［15］中 给 出 了 单 指 数 CPM
的倾斜相位表达式，通过将载波频率 f0 搬移至 f1
= f0 －ph ( M－1 ) /2T，其 中 h 为 调 制 指 数，修 改 后

的相位表达式具有时不变特性。单指数 CPM 可

以分解为连续相位 编 码 器 ( CPE ) 和 无 记 忆 调 制

器的级联，Saleem 和 Stüber 在文献［16］中分析了

多指数 CPM 的 倾 斜 相 位 周 期 网 格 的 表 达 式，那

么多指数 CPM 就可以分解为周期递归 CPE 和无

记忆调制器的级联。
首先，具有 H 个调制指数的 CPM 信号定义为
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s( t，U) = E
T槡 exp{ j( ( t，U) +0 ) } ，t≥0

( 2)

其中 E 为符号能量，T 为符号延时，0 为载波初始

相位，具有时变特性的相位 ( t，U) 定义如下

( t，U) = 2p∑
∞

n = 0
h( n) H

( 2Un － ( M － 1) ) q( t － nT) ，t≥ 0

( 3)

其中(·) H 表示取模 H 运算，也就对应着调制指数从

集合{ h0，h1，…，hH－1 } 中进行周期的选取。为了保

证在多个调制指数下使得状态数有限，那么可以将

多个调制指数的分母都设定为 P，也就是 hi = Ki /P
( 其中 i∈NH ) 。分母 P 的选择通常依据一个原则

gcd( K0，K1，…，KH－1，P) = 1，其中 gcd(·) 定义为取最

大公约数运算。
将公式( 3) 进行分解，可以写为

( t，U) = p∑
n－L

i = 0
h ( i) H

( 2Ui － ( M － 1) ) + 2p∑
L－1

i = 0

［h ( n－i) H
( 2Un－i － ( M － 1) ) q( t － ( n － i) T) ］

( 4)

定义 t = t－nT，那么时刻区间 t∈［nT，( n+1 ) T］

也就对应 t∈［0，T］，公式( 4) 变为

( t + nT，U) = 2p∑
n－L

i = 0
h ( i) H

Ui + 4p∑
L－1

i = 0
h ( n－i) H

Un－iq( t + iT) － 2p( M － 1)∑
L－1

i = 0
h ( n－i) H

Un－iq( t + iT) － p( M － 1)∑
n－L

i = 0
h ( i) H

( 5)

其次，多调制指数 CPM 的倾斜相位表达式定义为

φ( t，U) = ( t，U) + p( M － 1)∑
n－1

i = 0
h ( i) H

+
p( M － 1) h ( n) H

( t － nT)

T
( 6)

将公式( 5) 的 ( t+nT，U) 与 t = t－nT 同时代入

公式( 6) ，得到

φ( t + nT，U) = 2p∑
n－L

i = 0
h ( i) H

Ui + 4p∑
L－1

i = 0
h ( n－i) H

Un－iq( t + iT) － 2p( M － 1)∑
L－1

i = 0
h ( n－i) H

q( t + iT) + p( M － 1)∑
L－1

i = 1
h ( n－i) H

+
p( M － 1) h ( n) H

t
T

( 7)

可以发现，公式 φ( t+nT，U) 中所有的项都是关

于变量 n 为周期的( 周期为 H) ，并且只依赖于时间

变量 t。

在时刻 t∈［nT，( n+1 ) T］上，公式( 7 ) 还可以

写为

φ( t，U) = 2p∑
n－L

i = 0
h ( i) H

Ui + R( t － nT)

+ 4p∑
L－1

i = 0
h ( n－i) H

Un－iq( t － ( n － i) T) ( 8)

其中 R( t) 是与数据 U 相独立的项，定义为

R( t) = p( M － 1)∑
L－1

i = 1
h ( n－i) H

+
p( M － 1) h ( n) H

t
T

－ 2p( M － 1)∑
L－1

i = 0
h ( n－i) H

q( t + iT) ( 9)

根据公式( 6 ) 定义的相位之间的 关 系，以 及

公式( 8 ) 和公式( 2 ) 分别定义的 CPE 和无记忆调

制器，可以 将 多 指 数 CPM 调 制 器 分 解 为 具 有 周

期特性的 CPE 和无记忆调制器的级联，如图 2 所

示。其中 Qi( t，n ) = 4p /P·q ( t－ ( n－ i) T ) ，符 号

“TT”表示公式( 6 ) 的转换关系，双圆圈加符号表

示模 P 加法运算。

图 2 多指数 CPM 分解示意图

Fig． 2 Decomposition of multi-h CPM
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在单指数 CPM 方式中，其状态向量定义为当前

时刻之前的 L－1 个输入符号的累加，多指数 CPM

方式与单指数不同，必须同时考虑有限状态机的周

期特性，其状态向量定义为

β ( γ)
n = { γn－L，U

n－1
n－L+1，( n) H} ( 10)

其中 Un－1
n－L+1 = { Un－L+1，Un－L+2，…，Un－1 } ，γn = θnP /2p

( γn∈NP ) ，θn 定义为累加相位状态，( n) H 即表示有

限状态机的周期特性，其周期为调制指数的数目 H。

3 联合编码器的网格结构

根据前面的分析，由于状态机中存在周期特

性，多指数 CPM 分解之后的连续相位编码器，其网

格结构比较复杂，尤其是在调制指数较多的情况下

就更加难以分析。为简单起见，首先研究单指数

CPM 结合网格编码的系统结构，在此基础上分析联

合编码器的错误事件和最小欧氏距离，之后将分析

结果扩展到多指数 CPM 方式。

3． 1 联合网格结构

网格编码连续相位调制( TCCPM: Trellis Coded

CPM) 系统框图如图 3 所示，其编码器为码率 1 / 2

的两状态传统网格码。单指数 CPM 信号参数定义

如下: 进制数 M = 4，调制指数 h = 1 /4，矩形( REC:

rectangle) 脉冲成形记忆长度 L = 1。具有 1REC 脉

冲成形的全响应 CPM 方式同时也定义为 CPFSK

( Continuous Phase Frequency Shift Keying) 调制。

图 3 TCCPM 系统框图

Fig． 3 Block diagram of trellis coded CPM system

联合网格定义为 S1S2，其中 S1 代表了网格编码

器的状态，S2 代表了 CPE 的网格状态。如图 3 所

示，网格编码器的状态 S1 定义为 0 和 1，CPE 的网

格状态 S2 定义为 0，p /2，p 和 3p /2。由网格码和

CPE 构建的联合网格结构如图 4 所示，可以发现，

该联合网格的状态数为网格码和 CPE 状态数的乘

积: 网格码和 CPE 状态数分别为 2 和 4，联合网格的

状态数为 2×4 =8。

图 4 联合编码器的网格结构

Fig． 4 Trellis structure of merged encoder

3． 2 TCCPM 的错误事件分析

根据上面分析的联合网格结构，联合编码器

一个错误事 件 的 发 生 也 就 对 应 着 网 格 码 和 CPE

错误事件的同时发生。举例来说，当两条网格路

径从同一状态 S1S2 = 0，0 首次散开，经过四次分

支转移，又 首 次 汇 聚 至 同 一 状 态 S1S2 = 0，3p /2，

也就对应 着 一 个 错 误 事 件 E0 的 发 生，如 图 4 所

示。这两条 路 径 经 过 四 次 转 移 对 应 的 输 出 序 列

分别为“0021”和“2100”。这里定义成对错误序

列为 ξ，对于错误事件 E0，其成对错误序列为 ξ:

0021－2100。

具有最少转移数目的错误事件定义为编码器

的最小错误事件，最小错误事件中输出符号的数目

也就是编码器的有效长度。显而易见，联合编码器

的有效长度为网格码有效长度和 CPE 有效长度的

乘积。举例来说，对于如图 4 所示的联合编码器，其

网格码和 CPE 的有效长度均为 2，那么联合编码器

的有效长度就为 2×2 =4。

对于单指数 CPFSK 方式，由于在 CPE 中模 P

加法运算的存在，其有效长度均等于 2。也就意味

着，如果 A1…Aj－B1…Bj 为网格码的成对错误序列，

那么对应的序列 A1…AjB1…Bj －B1…BjA1…Aj 必然

是联合网格编码 CPFSK 的成对错误序列，将该成对

错误序列定义为“back-loop”错误事件，其在由多指

数 CPM 构建的联合编码器的分析中起着非常重要

的作用。
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4 设计流程

4． 1 最大化有效长度

一个编码的有效长度 Le 定义为最小错误事件

中不同输出符号的数量［17］。分析一个码率 r = m/

( m+1) 具有 ν 个记忆单元的线性网格码，根据文献

［18］中的证明，其能够获得的最大有效长度为

Lmax
e =［ν /m］+1 ( 11)

其中［x］表示取不大于 x 的最大整数运算。为了获

取最大有效长度，其必要条件( 非充分条件) 是将 ν

个记忆单元在 m 个输入端口上以最大可能的等概

均分［19］。因为如果不将其均分，那么就会存在至少

两个分块拥有长度为［ν /m］+1 的错误事件，这样其

有效长度必然会小于［ν /m］+1。因此，最大化编码

有效长度的过程可以分为以下两个步骤，首先就是

将 ν 个记忆单元在 m 个输入端口上最大可能的进

行均分，第二步就是利用计算机搜索，寻找满足有

效长度为［ν /m］+1 的码字。

基于上一节联合网格结构的分析，联合编码器

的有效长度为网格码和 CPE 有效长度的乘积。因

此最大化其有效长度可以分解为分别最大化网格

码和 CPE 的有效长度。对于单指数 CPM 方式，其

CPE 的有效长度一直等于 2，那么该联合编码器的

有效长 度 就 等 于 2· ( ［ν /m］+ 1 ) 。对 于 多 指 数

CPM 方式，其 CPE 的有效长度可以通过多个指数

的使用进一步得到提高。但是，增加调制指数的数

目并不能保证其 CPE 有效长度一定增加。举例来

说，前面定义的“back-loop”错误事件 0021-2100，根

据分析是 single-h 方式的最小错误事件，但同时也

是 dual-h( 循环使用) 方式的最小错误事件。换句话

说，调制指数由 1 增加为 2，其联合编码器的有效长

度仍然等于 4，并没有得到增加。如果对调制指数

的样式( Pattern) 进行合适的设计，其联合编码器的

有效长度是能够得到较大幅度的提高。

4． 2 最大化最小欧氏距离

首先定义 D2( ξ) 为成对错误序列 ξ 的平方欧氏

距离，Dmin 为所有成对错误序列中的最小欧氏距离。

对于一个好的编码器，其 Dmin 一般是由最小错误事

件产生的，换句话说，如果 Dmin 不是由最小错误事

件产生，那么该编码器肯定不是最优的。所以最大

化最小欧氏距离一般与最大化有效长度( 有效长度

对应最小错误事件) 联合进行考虑。对于采用多指

数 CPM 方式，Dmin 的最大化过程可以分为以下四个

步骤。

( 1 ) 首先最大化单指数 CPM 方式下的有效长

度，根据前面的分析，等于 2Lmax
e ;

( 2) 对于有效长度为 2Lmax
e 的单指数 CPM 方

式，通过计算机搜索寻找拥有最大欧氏距离的成对

错误序列 0102…0Lmaxe
B1B2…BLmaxe

－B1B2…BLmaxe
0102…

0Lmaxe
，其中 B1B2…BLmaxe 可以取任意值，这将在 4． 3 节

进行描述;

( 3) 对于多指数 CPM 方式，联合编码器的有效

长度可以通过对多个指数样式的设计来进一步提

高，这将在 4． 4 节进行分析;

( 4) 在有效长度提高之后，多指数 CPM 方式的

最小欧氏距离 Dmin 可以进一步得到提高，并且进行

一些验证以确保该码字设计的优越性，这将在 4． 5

节进行讨论。

由于平方欧氏距离 D2( ξ) 与调制指数 h 之间没

有确切的表达式关系，即使是在给定调制类型和判

决深度的情况下，那么也就没有一种集分割原则能

够适用于所有的调制指数。因此对于多个调制指

数的 CPM 方式，Dmin 的最大化过程将变得非常复

杂。为便于研究，首先分析单指数 CPM 方式然后扩

展至多指数 CPM 方式，首先最大化编码的有效长度

然后最大化最小欧氏距离，正如上述四个步骤所

描述。

4． 3 根据 Ungerboeck 集分割原则进行网格编码设计

Ungerboeck 在 TCM 设计时提出两个集分割原

则［20］，表述如下

( 1) 所有由同一状态发散出去的分支输出是等

概均分的;

( 2) 所有汇聚至同一状态的分支输出也必须是

等概均分的。
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下面对结合两个调制指数的网格编码进行设

计，参数定义如下: 码率为 1 / 2，网格编码状态数为

4，调制进制数为 M = 4，调制指数为［h0，h1］=［3，

4］/16，脉冲长度为 L=1。

根据上一节的描述，首先分析 single-h( h = 1 /4)

的情况。网格编码的最大有效长度 Lmax
e = 3，CPE 的

有效长度为 2，那么联合编码器的有效长度为 6。因

此最小 欧 氏 距 离 可 以 在 成 对 错 误 序 列 错 误 序 列

010203B1B2B3 与 B1B2B3010203 之间进行最大化( 计

算机搜索 B1B2B3 取任意值) 。但是在搜索过程中

能够得到的最大欧氏距离并不一定能给出合适的

码字设计，因为在某些情况下，针对该欧氏距离的

编码设计并不能满足 Ungerboeck 的集分割原则。

例如在给定上述参数的网格编码设计中，其搜索得

到的最大欧氏距离为 4，对应的成对错误序列为

000202-202000，但是针对此错误序列的码字设计不

能遵循 Ungerboeck 的集分割原则。在这种情况下，

只能考虑其他较大的欧氏距离来进行码字设计。

经过搜索之后，第二大的欧氏距离为 3． 91，对应的

成对错误序列为 000201-201000，针对该错误序列所

设计的网格码如图 5 所示，根据分析该网格码确实

满足 Ungerboeck 的集分割原则。

图 5 Single-h( h=1 /4) 下的网格码设计

Fig． 5 Superior code design for single index with h=1 /4

在码字设计之后，需要进一步的验证以确定所有

错误事件的欧氏距离均大于最小欧氏距离( 3． 91) 。

一般来说，有效长度 Le≥4 的错误事件的欧氏距离要

大于有效长度 Le =3 的欧氏距离。例如 Le =4 的错误

事件，其成对错误序列 00002211-22110000 的欧氏距

离为 4( 大于 3． 91) ，尽管如此，验证的过程不能省略。

在网格码设计过程中，还需要注意满足( A1 +A2

+A3 ) modP = ( B1 +B2 +B3 ) modP 的成对错误序列

A1A2A3 －B1B2B3 应该要避免。因为如果满足上述条

件，将会导致网格码与 CPE 错误事件的同时发生，

从而使得联合编码器的有效长度急剧下降 ( 等于

3) 。同样，满足 ( A1 +… +Aj ) modP = ( B1 +… +Bj )

modP 的成对错误序列 A1…Aj－B1…Bj( j＜2·Lmax
e ) 也

应该在设计过程中避免出现。

另外针对单指数 h = 1 /4 设计得到的最大欧氏

距离的码字，在两个指数［h0，h1］=［3，4］/16 设计

中也同样能够获得最大的欧氏距离。也就是说，在

h= 1 /4 得到的最优设计，同样也是［h0，h1］=［3，

4］/16 得到的最优码字设计，这时因为 h≈average

［h0，h1］。

4． 4 多调制指数样式设计

基于单指数的网格码设计前面已分析，下面主

要研究如何设计多调制指数的样式，以进一步提高

联合编码器的有效长度和最小欧氏距离。首先画

出网格码的状态转移图( 如图 6 所示) ，其中 J 和 D

的指数分别表示状态之间分支转移的数目和对应

的符号重量。举例来说，JD2 表示在状态“A”与状

态“B”之间发生一次跳转，并且该跳转对应的输出

符号重量为 2。注意到在状态转移分析中，关于 D

的指数定义与传统卷积码的定义不同，后者一般定

义为汉明距离。根据状态转移图，列出状态转移方

程如下:

图 6 网格码的状态转移框图

Fig． 6 State transfer diagram of the designed trellis encoder

XB = JD
2XA+JD

3XC

XC = JD
0XB+JD

1XD

XD = JD
2XB+JD

3XD

XE = JD
1XC













( 12)

对公 式 ( 12 ) 的 方 程 组 求 解，得 到 状 态 转 移 函

数 T( D，J) 如下
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T( D，J) = J3D3

1－JD3( 1+J)
= J3D3 +J4D6 +J5D6 +J5D9

+2J6D9 +J7D9 +J6D12 +3J7D12 +3J8D12 +J9D12

+J7D15 +4J8D15 +6J9D15 +4J10D15 +J11D15 +…
( 13)

显然，J3D3 是状态转移函数 T( D，J) 中的最小

多项式，其同时也对应网格码的最小错误事件，成

对错误序列为 000-201，多指数样式的设计正是基于

该状态转移函数。定义 ε 为在一个成对错误序列中

对应符号的重量差，D( ε) 为该成对错误序列的符号

重量差别之和。

对于单指数 CPM 方式，设计准则为最大化满足

下列公式的最小跳转数目

D( ε) modP=0 ( 14)

其中 P 为调制指数的分母，对于调制指数 h = 1 /4，

那么 P= 4。前面定义的对应 J3D3 的“back-loop”错

误事件，其成对错误序列为 000201-201000 ( 或者

333132-132333) ，符号差别之和 D( ε) = 0，那么无论

P 取何值，必然满足公式( 14) 。因此该错误事件必

然是联合编码器的最小错误事件，那么可以最大化

满足公式( 14) 的最小跳转数目为 2Lmax
e = 6。

对于多指数 CPM 方式，调制指数为［h0，h1，…，

hH－1］=［K0，K1，…KH－1］/P，设计准则为最大化满足

下列公式的最小跳转数目

K0ε0 +K1ε1 +…+K | ξ | －1ε | ξ | －1modP=0

ε0 +ε1 +…+ε | ξ | －1 =D( ε){ ( 15)

其中 D( ε) 的值对应公式( 13 ) 中变量 D 的指数，下

标 ξ 表示成对错误序列 ξ 的长度。以 dual-h 方

式［h0，h1］=［3，4］/16 为例，如果两个指数循环使

用，公式( 13 ) 的每一个多项式及其对应的“back-
loop”错误事件都验证是否满足公式( 15) ，验证结果

如表 1 所示。

从表 1 可以看出，含有 J，J2，…，J7 的多项式均

不 满 足 公 式 ( 15 ) ，成 对 错 误 序 列 00002211-
22110000 经过验证首次满足公式( 15) ，那么可以最

大化满足公式( 15) 的最小跳转数目为 8，因此网格

编码 dual-h( 循环使用) CPM 方式，其联合编码器的

有效长度为 8。

表 1 验证结果

Tab． 1 Validation results

多项式 成对错误序列 是否满足公式( 15)

J3D3 000-201 No

J4D6 0000-2211 No

J5D6 00000-20301 No

J5D9 00000-22311 No

2J6D9
000000-221301

000000-203211
No

J6D12 000000-223311 No

J6D0
000201-201000

( “back-loop”)
No

J7D9 0000000-2030301 No

3J7D12

0000000-2032311

0000000-2231301

0000000-2213211

No

J7D15 0000000-2233311 No

J8D0
00002211-22110000

( “back-loop”)
Yes

… … …

如果对多个调制指数的样式进行合适的设计，

联合编码器的有效长度还可以进一步提高。一般

情况下多个调制指数的样式( Pattern) 包括两个方

面: 一个是调制指数的数目，另一个是调制指数的

周期。与调制指数周期相比，调制指数数目的增加

必然会大大增加多指数 CPM 方式设计的复杂度，因

此适当增加调制指数的周期就变得相对简单而且

有效。

对于 两 个 指 数 CPM 方 式，其 周 期 可 以 提 高

为 Q( Q≥3) ，采用的指数样 式 为［h0，…，hi－1，h1，

…，hj－1］，其中 i+j =Q，表示在该样式中，h0 和 h1 的

数目分别为 i 和 j。如果设计的周期 Q 越大，那么对

应的联合编码器其有效长度也就越大。可以发现，

J3D3 对应的错误事件是周期 Q 最大化过程中的瓶

颈，因此 Q 的最大化过程就是验证该样式在 J3D3 对

应的错误事件是否满足公式( 15) ，具体结果如表 2

所示。
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表 2 周期 Q 的最大化过程

Tab． 2 Details of the maixmization of Q

周期( Q) 样式( Pattern)
是否满足

公式 ( 15)

3 ［h0，h0，h1］ No

4 ［h0，h0，h0，h1］ No

5
［h0，h0，h0，h1，h1］ No

［h0，h0，h0，h0，h1］ No

6
［h0，h0，h0，h0，h1，h1］ No

［h0，h0，h0，h0，h0，h1］ No

7

［h0，h0，h0，h0，h1，h1，h1］ No

［h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1］ No

［h0，h0，h0，h0，h0，h0，h1］ Yes

8

［h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1，h1］ No

［h0，h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1］ Yes

［h0，h0，h0，h0，h0，h0，h0，h1］ Yes

9

［h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1，h1，h1］ No

［h0，h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1，h1］ Yes

［h0，h0，h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1］ Yes

［h0，h0，h0，h0，h0，h0，h0，h0，h1］ Yes

10

［h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1，h1，h1，h1］ No

［h0，h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1，h1，h1］ Yes

［h0，h0，h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1，h1］ Yes

［h0，h0，h0，h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1］ Yes

［h0，h0，h0，h0，h0，h0，h0，h0，h0，h1］ Yes

… … Yes

根据表 2 可以得出，最大化的周期 Q 值为 10，因

为一旦 Q＞10，所有可能的调制指数样式，在 J3D3 对

应的错误事件都会满足公式( 15) 。如果进一步增加

调制指数数目 H，那么 Q 的最大值对应为 Q=5H，因为

一旦 Q＞5H，必然在调制指数样式中会出现连续 6 个相

同的调制指数，对于 J3D3 对应的错误事件来说就等价

于 single-h 的 CPM 方式，其必然满足公式( 15)。
一旦两个调制指数的周期 Q 最大值确定下来，下

一步就是计算在该样式［h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1，h1，h1，
h1］下，联合编码器可以得到的有效长度。因为 Q=10，

对应 J10 的“back-loop”事件即为该样式下对应的最小

错误事件，其成对错误序列为 00000223112231100000-

22311000000000022311 ( 对应 J10D0 的“back-loop”错误

事 件) 和 00000000002030303211-20303032110000000000
( 对应 J10D15 的“back-loop”错误事件) ，那么该样式

下联合编码器的有效长度为 20。在有效长度提高

之后，对应的最小错误事件的欧氏距离也会进一步

得到提高。
4． 5 进一步验证

基于上一节关于联合编码器有效长度和最小

欧氏距离的最大化过程，需要进一步的验证以确保

所设计码字的优越性。首先验证该码字是否具有

灾难传播特性，一个码字不具有灾难传播特性的充

分条件( 而非必要条件) 是［21］

GCD［g ( 0) ( D) ，g ( 1) ( D) ，…，g ( n－1) ( D) ］=Dl，l≥0
( 16)

这里提出另一个验证码字是否具有灾难传播特

性的直观方法是分析其状态转移图。举例说明，一个

具有灾难传播特性的码字，其生成矩阵为 G( D) =［1+
D，1+D2］，那么其 GCD( 1+D，1+D2 ) = 1+D≠Dl，不满

足公式( 16) ，同时其状态转移图如图 7 所示。

图 7 一个具有灾难传播特性码字的状态转移图

Fig． 7 State transfer diagram of a catastrophic code

假设全零路径为正确路径，那么存在一条错误

路径 abdd…dce，在该路径上，无论在节点 d 上发生

多少次自环，都总是只有 6 个比特错误。如果在二

进制对称信道( BSC: Binary Symmetric Channel) 中，

发生了三个及以上的比特错误，在接收端 Viterbi 译

码器就会选择这条错误路径，那么节点 d 上无穷多

次自环即带来无穷多个判决错误( 0 误判为 1 ) 。基

于此，一个码字具有灾难传播特性，必须有两个条

件同时需要满足:

( 1) 在节点 d 上的自环输出与全零路径的输出

是相同的( 均为“00”) ;

( 2) 在节点 d 上的自环输入与全零路径的输入

是不同的( 前者是“1”，后者是“0”) 。
现在来分析如图 5 所设计的网格码，其状态转

移图如图 8 所示。根据分析，节点 d 上的自环输出
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图 8 如图 5 所设计码字的状态转移图

Fig． 8 State transfer diagram of trellis code designed in Fig． 5

为“11”，不同于全零路径的输出“00”，不满足上述

第一个条件，那么该码字不具有灾难传播特性。其

他设计的码字也可以采取这种基于状态转移图的

方式来验证是否具有灾难传播特性。
其次，对公式( 13 ) 的每一个多项式 JT ( T＜20 )

都要验 证 是 否 满 足 公 式 ( 15 ) ，如 果 某 一 个 多 项

式 JT0( T0 ＜20) 在样式［h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1，h1，

h1，h1］下验证满足公式( 15) ，那么其联合编码器的

有效长度就会缩短为 T0，进而其最小错误事件的欧

氏距离也会跟着降低。显然这一验证过程相对复

杂，尤其是在调制指数数目和周期均较大的情况

下，尽管如此，该验证过程不能被省略，通过计算机

辅助的 方 式 可 以 使 得 验 证 过 程 变 得 更 加 严 谨 和

有效。

5 性能分析

5． 1 比特错误概率的截短性能界

基于上述分析，联合编码器的最小错误事件对

应着有效长度等于 20 的成对错误序列，也就是对应

着公式( 13 ) 中包含 有 J5 和 J10 的 多 项 式 产 生 的

“back-loop”错误事件。公式( 13 ) 状态转移函数中

各多项式进一步列出如下

T( D，J) = J3D3

1－JD3( 1+J)
= J3D3 +J4D6 +J5D6 +J5D9

+2J6D9 +J7D9 +J6D12 +3J7D12 +3J8D12 +J9D12

+J7D15 +4J8D15 +6J9D15 +4J10D15 +J11D15 +J8D18

+5J9D18 +10J10D18 +10J11D18 +5J12D18 +J13D18

+J9D21 +6J10D21 +15J11D21 +20J12D21 +15J13D21

+6J14D21 +J15D21 +J10D24 +7J11D24 +21J12D24

+35J13D24 +35J14D24 +21J15D24 +… ( 17)

根据 公 式 ( 17 ) ，对 应 多 项 式 J10D0 ( J5D9 的

“back-loop”多 项 式) ，4J10D15，10J10D18，6J10D21 和

J10D24 的“back-loop”错误事件为所设计联合编码器

的最小错误事件，这些最小错误事件也对应着联合

编码器的最小平方欧氏距离。

文献［22］给出了编码 CPM 误比特率的性能上界

Pb ≤∑
d
CdQ( d2Eb /N槡 0 ) = CdminQ

( d2
minEb /N槡 0 ) + other terms ( 18)

其中误比特率是对所有欧氏距离求和得到的，d2
min

是这些欧氏距离中最小的归一化平方欧氏距离，定

义为 D2
min /2Eb，函数 Q( x) 定义为

Q( x) = 1

槡2p
∫
∞

x
e －y2 /2dy ( 19)

根据公式( 17) 的状态转移函数 T( D，J) ，对应多

项式 J10D0，4J10D15，10J10D18，6J10D21 和 J10D24 的 d2
min

和 Cdmin 计算结果如表 3 所示。

表 3 最小错误事件对应多项式的 d2
min 和 Cdmin

计算结果

Tab． 3 d2
min and Cdmin

of several polynomials

corresponding to the minimal error event

No． i 多项式 成对错误序列 d2
min( i) Ci

dmin

1 J10D0 0000022311-2231100000 8． 92 24

2 ～ 5 4J10D15

0000000000-2030303211 8． 61

0000000000-2213030301 8． 34

0000000000-2032130301 7． 93

0000000000-2030321301 7． 93

20

6 ～ 15 10J10D18

0000000000-2231303211 9． 16

0000000000-2231321301 9． 40

0000000000-2213213211 8． 67

0000000000-2213231301 8． 77

0000000000-2233130301 8． 64

0000000000-2213032311 9． 29

0000000000-2030323311 8． 71

0000000000-2032331301 9． 24

0000000000-2032132311 9． 35

0000000000-2032313211 9． 14

24
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表格 3 中所给出的 22 项多项式基本决定了公

式( 18) 的性能界，那么可以得到误比特率性能的截

短界如下

Pb ≤∑
d
CdQ( d2Eb /N槡 0 )

≈∑
22

i = 1
Ci

dminQ( d2
min( i) Eb /N槡 0 ) ( 20)

从表格 3 中可以看出，Cdmin 的值相对都较大，在

公式( 20) 对截短性能界的计算中不可或缺。
5． 2 仿真结果

( 1) 码率 1 / 2 网格编码四进制 CPFSK:

本文首先对 1 / 2 码率的编码四进制 CPFSK 方

案进行计算机仿真，图 9 给出了五种方式的编码结合

四进制 CPFSK 的截短性能界和仿真结果，其中单调

制指数时 h=1 /4，两调制指数时［h0，h1］=［3，4］/16。
第一种编码方式为传统的 1 / 2 卷积码，生成多项式为

( 7，5) ; 第二种编码方式为 2 状态简单网格码，其构造

如图 3 所示; 第三和第四种编码方式为 4 状态网格

码，其构造如图 5 所示，其中前者与单指数 CPM 方式

结合，后者与特定设计样式［h0，h0，h0，h0，h0，h1，h1，

h1，h1，h1］的两指数 CPM 方式结合; 第五种编码方式

为类 Turbo 码，是一类由多进制卷积码、交织器与

CPM 构成的 SCCPM 串行级联系统［23］，外码为 2 /3 码

率的四进制卷积码，其生成多项式为［3D+3 1］，内

码为简单的 CPFSK 调制( 码率为 1，h =1 /4) ，交织器

长度等于 1000，接收时迭代次数为 50 次。

图 9 1 / 2 码率编码 CPFSK 的性能比较

Fig． 9 Performance comparison with several rate 1 / 2 codes

从图 9 可以得出以下三个方面的结论: 首先网

格编码的性能均优于传统二进制卷积码的性能，并

且随着网格码状态数由 2 增加为 4，可以额外获得

1dB 的性能增益( 误比特率等于 10－6 ) 。这是因为网

格码与 CPFSK 结合之后，在接收端可以采用基于联

合网格 状 态 的 最 大 似 然 准 则 联 合 解 调 译 码 方 式

( Viterbi 算法) ，因此相比较于传统的二进制卷积码

结合 CPFSK 方式，在获得性能提高的同时，复杂度

也相应提高; 其次相对于单指数方式，特定样式设

计的两指数方式，可以再额外获得 1． 4dB 的性能增

益; 最后在所有方案中，串行级联的 SCCPM 方式性能

最优，尤其是在低到中信噪比条件下。在中到高信噪

比条件下，该方案较本文提出的特定样式两指数网格

码 CPM 方式仍大约有 2dB 的性能提高，但是同时该

串行级联方式的复杂度要大大高于其他所有编码

CPFSK 方式。在图 9 所示的性能仿真与比较中，两指

数 CPFSK 方式的复杂度主要体现为判决深度等于

300 个符号延时，而串行级联方式的复杂度主要体现

为其交织长度等于 1000，迭代次数等于 50 次。
图 10 给出了不同判决深度条件下的 4 状态 1 / 2

码率网格编码两指数 CPM 方式的性能仿真结果。
当判决深度等于 10 时，解调译码的性能非常有限，

甚至比单指数的方式还要差。当判决深度足够大

时，一般情况下等于 5 ～ 7 倍的编码有效长度，此时

仿真得到的性能与所分析的截短性能界非常接近，

验证了前面的分析结果。

图 10 不同判决深度下的 4 状态 1 / 2 码率网格编码

两指数 CPM 方式性能仿真

Fig． 10 Performance simulation with different decision depth
in 4-state rate-1 / 2 trellis coded dual-h CPM system

( 2) 码率 2 /3 网格编码八进制 CPFSK:

图 11 同样给出了码率为 2 /3 的五种方式编码

结合八进制 CPFSK 方案的截短性能界与仿真结果，

其中单调制指数时 h=1 /8，两调制指数时［h0，h1］=

［3，4］/32。第一种编码方式为传统的 2 /3 卷积码，
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生成多项式为( 17，06，15) ; 第二种编码方式为 8 状

态网格码，其构造如图 12 所示; 第三和第四种编码

方式为 16 状态网格码，其构造如图 13 所示，前者与

单指数 CPM 方式结合，后者还是与［h0，h0，h0，h0，

h0，h1，h1，h1，h1，h1］的两指数 CPM 方式相结合; 第

五种编码方式仍然为串行级联方式的 SCCPM 系

统，外码为 2 /3 码率的八进制卷积码，其生成多项式

为［1 0 6 +4D; 0 1 2］［24］，内码为简单的

CPFSK 调制( 码率为 1，h = 1 /8 ) ，交织器长度等于

2000，迭代次数为 50 次。图 14 同样给出了不同判

决深度下的 16 状态 2 /3 码率网格编码两指数 CPM

方式性能仿真结果。

从图 11 可以看出，对于码率 2 /3 的编码结合

CPFSK 的性能，串行级联 SCCPM 方案在所有方式中

依然是最好的，其次是本文提出的网格码结合两指数

CPFSK 方式，但是前者是在交织长度 2000，迭代次数

50 次下仿真得到的，后者的解调译码判决深度为

250，显然前者的复杂度要远远大于后者。图 12 和图

13 分别是根据成对错误序列“00-42”和“000-404”进

行设计得到的。从图 14 可以看出，在接收端联合解

调译码过程中，随着判决深度的不断增加，仿真得

到的性能越来越逼近所分析得到的截短性能界。

6 总结

本文提出了网格编码与 CPE 构建联合网格结

构的思想，在此基础上研究了网格编码结合多指数

CPM 方式下的系统方案，着重对 CPM 多指数的样

式进行了设计。随着调制指数数目 H 和网格编码

状态数的增加，该设计相对较为复杂，即使是在计

算机辅助的情况下。但是本文提出的几个原则对
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于网格编码结合多指数 CPM 的设计是非常有效的。

同时基于状态转移函数分析了系统性能，给出了截

短性能界，并进行了仿真验证。从性能比较结果可

以看出，所提出的方案较传统的方案可以获得较高

的性能增益，随着状态数的增加，系统性能会进一

步提高，但是与串行级联 SCCPM 方式相比，仍然还

有一定的性能差距。

在设计过程中随着有效长度和最小欧氏距离

的增加，联合编码器的性能不断得到提升，代价就

是在接收端联合解调译码过程中高达数百个符号

延时的判决深度。如此大的判决深度给接收机带

来了较大的数据处理延时和巨大的存储处理需求，

也就意味着接收机比较大的接收复杂度。另外，对

于多指数 CPM 方式，相对于单指数方式，在接收端

额外需要群同步( Superbaud Timing) ，并且随着调制

指数周期的增加，其同步复杂度会越来越大。
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