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摘　要：随着物联网技术的发展，人们大量地通过传感器获取现实生活及自然界中的信息，但由于种种原因，传

输过程中信号会有失真。因此，要得到反映某物理特性真实原始的信号很困难。从失真的观测信号中恢复原始信

号一直是信号处理领域的热点之一，而信号复原最需要解决的问题是解的不唯一性。基于 “总有界变差”思想，

利用分段平滑的性质，提出带总观测误差约束的信号复原模型。通过引入松弛因子，将有约束的不可微优化问题

转化为有约束的线性规划问题。仿真实验结果表明，信号复原的效果明显要好于传统的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波和 Ｒｉｃｈａｒｄ

ｓｏｎＬｕｃｙ方法。
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１　引言

传感器检测到的往往是多个成分（包括噪声、无用

的信号）混合在一起的信号，同时传输的通道复杂未

知，尽管使用了高性能的传感器，但是获得的信号质量

并不好。因此，要得到反映某物理特性的原始信号很

困难。而反卷积就是从观测到的混合信号中恢复出原

始信号的一种信号处理方法。反卷积方法在通信、雷

达、语音、生物医学等领域中具有多方面的应用。

国内外相关研究机构对反卷积和复原技术研究较

多。最著名的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波至今仍然是信号复原的常
用技术，Ｗｉｅｎｅｒ滤波的出发点在于使复原前后的信号
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均方误差最小化。后来邹谋炎［１］等人在此基础上，又

提出了增量Ｗｉｅｎｅｒ滤波算法，这种算法允许对解进行
迭代估计。然而，Ｗｉｅｎｅｒ滤波通常要求系统是线性移
不变，且信号和噪声都要求是广义平稳的，而实际所遇

到的信号大多数是非平稳的，或至少在观测的全部时

间内不是平稳的；此外，为了抑制噪声，Ｗｉｅｎｅｒ滤波给
出的信号估计常常显得过分平滑，这些因素都将会降

低信号的复原效果。

ＲｉｃｈａｒｄｓｏｎＬｕｃｙ［２］反卷积算法在信号复原中也被
广泛应用，该算法在噪声影响可以忽略或较小的情况

下具有唯一解，但是在噪声对观测信号造成影响，尤其

在低信噪比情况下，重建的信号效果较差，后来国内外

学者又提出了改进的ＬｕｃｙＲｉｃｈａｒｄｓｏｎ算法［３４］，但是对

纹波的消除效果仍不是很明显。

目前研究比较成功的是Ｃｈａｎ等人［５７］的变差复原

算法。这种算法利用偏微分梯度投影法规定拉格朗日

乘子项使变差最小化，具有收敛快、迭代稳定等优点，

尤其适合于边沿陡峭信号的复原。文献［６］研究提出
基于规则化的动态自适应算法来选择变差的参数。文

献［７］提出了一种基于变差和受约束的变分模型。在
此基础之上，本文提出分段平滑信号复原的总有界变

差模型，并将此模型转换为等价的线性规划问题，很好

地复原了原始信号。

２　信号失真模型

在实际情况中，观测到的失真信号往往是完全卷

积的一部分样本，这称为部分卷积。给定原始离散信

号序列ｆ（ｎ），ｎ＝１，２，…，Ｎ以及核函数 ｈ（ｎ），ｎ＝１，２，
…，Ｍ，假定ＮＭ，则ｆ（ｎ）与ｈ（ｎ）的部分离散卷积可

以写成

ｇ（ｎ）＝∑Ｍ

ｋ＝１
ｈ（ｋ）ｆ（ｎ＋Ｍ－ｋ－１）

＝∑Ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｋ）ｈ（ｎ＋Ｍ－ｋ－１）

（ｎ＝１，２，…，Ｌ） （１）
式中 Ｌ＝Ｎ－Ｍ＋１。通常，信号的失真可以用如下卷积
模型来描述

ｇ＝ｆｈ＋η （２）

其中，表示部分卷积算子，η为随机噪声（一般假定
均值为０，方差为 σ２的高斯白噪声）。为方便分析计
算，常将离散卷积公式写成向量形式，记

ｆ＝［ｆ１，ｆ２，…，ｆＮ］
Ｔ （３）

ｇ＝［ｇ１，ｇ２，…，ｇＬ］
Ｔ （４）

η＝［η１，η１，…ηＬ］
Ｔ （５）

则部分卷积公式可以写成

ｇ＝Ｈｆ＋η （６）
Ｈ为部分卷积核矩阵。

信号复原最基本的任务就是抑制信号被模糊的同

时，不丢失原始信号的细节信息。然而，抑制模糊和保

持细节往往是矛盾的，这也是至今信号复原领域中尚

未能很好解决的一个问题。

３　总有界变差方法

通常传感器采集到的信号因外界干扰而呈现出非

平稳性，如振动信号、语音信号、脑电图的一维切片信

号等。如图１所示，这种信号可以通过分段平滑信号
来近似。在平滑段内，信号的统计特性，如概率分布、

相关函数和功率频谱密度，保持不变，且具有一定的平

稳性；在平滑段之间存在明显的跃变点。

图１　非平稳信号示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｎｏｎｓｔａｔｉｏｎａｒｙｓｉｇｎａｌｓ

１０２１
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　　根据这种信号的特征，定义信号的总有界变差［５］

（ＴｏｔａｌＢｏｕｎｄｅｄＶａｒｉａｔｉｏｎ，ＴＢＶ）为

ＴＢＶ（ｆ）＝∫
Ω
Ｄｆｄｘ （７）

其中，Ｄｆ表示分布意义上关于 ｆ的导数，Ω为函数 ｆ的

定义域。离散化的总有界变差即为：

ＴＢＶ（ｆ）＝∑Ｎ－１

ｉ＝１
ｆｉ＋１－ｆｉ （８）

总有界变差的重要性质在于，它是函数变化特性

的一个度量，函数变化越大，总有界变差也越大；但具

有相同总有界变差的函数，它们的平滑性和跃变性却

可以完全不同。因此，在总有界变差相同的情况下，我

们一定可以找到既满足一定平滑性又满足一定跃变性

的函数，这与分段平滑信号复原的初衷是一致的。

通过以上分析，构造分段平滑信号的复原模型

Ｊ（ｆ^）＝ｍｉｎ（∑Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ＋１－ｆｉ ＋μ‖Ｈｆ－ｇ‖

!

１）

　　　ｓ．ｔ．－ε≤Ｈｆ－ｇ≤ε （９）

式中∑Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ＋１－ｆｉ 、‖Ｈｆ－ｇ‖

!

１分别为总有界变差项

和总观测误差项。‖·‖
!

１为向量的!１范数。与!２范数相

比，
!１范数下总有界变差求解模型复原效果较好，易于

转化为线性函数。μ＞０，为平衡参数，作用是权衡总有

界变差项与总观测误差项；ε表示观测误差上限。上式

是一个有约束的不可微优化问题，直接求解有一定难

度，但是转化为有约束的线性规划问题是可能的。

首先考虑总有界变差项，为此引入松弛因子 ξ＋、

ξ－，记

ξ＋＝［ξ＋１，ξ
＋
２，…，ξ

＋
Ｎ－１］

Ｔ

ξ－＝［ξ－１，ξ
－
２，…，ξ

－
Ｎ－１］

Ｔ

（ξ＋ｉ≥０，ξ
－
ｉ≥０，ξ

＋
ｉξ
－
ｉ＝０，ｉ＝１，２，…Ｎ） （１０）

定义

ｆｉ＋１－ｆｉ＝ξ
＋
ｉ－ξ

－
ｉ（ｉ＝１，２，…Ｎ） （１１）

那么，式（９）中的总有界变差项可以写成

∑Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ＋１－ｆｉ ＝∑Ｎ

ｉ＝１
ξ＋ｉ ＋∑

Ｎ

ｉ＝１
ξ－ｉ （１２）

考虑总观测误差项，同理，引入松弛因子ζ＋、ζ－，记

ζ＋＝［ζ＋１，ζ
＋
２，…，ζ

＋
Ｌ］
Ｔ

ζ－＝［ζ－１，ζ
－
２，…，ζ

－
Ｌ］
Ｔ

（ζ＋ｉ≥０，ζ
－
ｉ≥０，ζ

＋
ｉζ
－
ｉ＝０，ｉ＝１，２，…Ｌ） （１３）

定义

Ｈｆ－ｇ＝ζ＋－ζ－ （１４）

由此，式（９）中的总观测误差项也即

‖Ｈｆ－ｇ‖
!

１＝∑
Ｌ

ｉ＝１
ζ＋ｉ ＋∑

Ｌ

ｉ＝１
ζ－ｉ （１５）

一般地，对于向量的差分运算可以写成矩阵形式，即

Δ

ｆ＝Ｄｆ （１６）

其中，Ｄ为差分矩阵，形式如下

Ｄ＝

－１ １
－１ １

 
－１ １













－１ １
（Ｎ－１）×Ｎ

（１７）

则

Ｄｆ＝ＩＮ－１ξ
＋－ＩＮ－１ξ

－ （１８）
式中ＩＮ－１为Ｎ－１阶单位矩阵。由式（１８）两边同时乘以
Ｄ的广义逆矩阵，可得

ｆ^＝Ｄξ＋－Ｄξ－＋!!（Ｄ）

＝［Ｄ －Ｄ
!

（Ｄ）］
ξ＋

ξ－








!

（１９）

式中Ｄ表示矩阵的ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆，
!

（Ｄ）｛ｖＤｖ
＝０｝，为矩阵 Ｄ的零空间，

!≠０。将式（１９）带入式
（１４），得
［ＨＤ，－ＨＤ，Ｈ

!

（Ｄ），－ＩＬ，ＩＬ］［ξ
＋，ξ－，!，ζ＋，ζ－］Ｔ＝ｇ

（２０）
最后考虑约束条件，由式（１４）可知，式（９）中的不

等式约束可转化为

－ε≤ζ＋－ζ－≤ε （２１）
也即

０ ０ ０ ＩＬ －ＩＬ

０ ０ ０ －ＩＬ Ｉ









Ｌ
［ξ＋，ξ－，!，ζ＋，ζ－］Ｔ≤ε

（２２）
从以上的分析中可以知道，如果引入中间变量

ξ＋、ξ－和ζ＋、ζ－，式（９）是可以简化为有约束的线性规划
问题的，即

Ｊ（ｆ^）＝ＣＴｘ　ｓ．ｔ．
Ａｘ≤ｂ
Ｂｘ＝ｄ
ｘ≥{ ０

（２３）

其中

ｘ＝［ξ＋，ξ－，!，ζ＋，ζ－］Ｔ （２４）

Ｃ＝ ［１１…１{］
２Ｎ－２

，０，μ，［１１…１{ ］
２







Ｌ

Ｔ

（２５）
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Ａ＝
０ ０ ０ ＩＬ －ＩＬ
０ ０ ０ －ＩＬ Ｉ







Ｌ

（２６）

Ｂ＝［ＨＤ －ＨＤ Ｈ
!

（Ｄ）－ＩＬ ＩＬ］ （２７）

ｂ＝［ε，ε，…，ε］Ｔ，ｄ＝ｇ （２８）

由于松弛因子的引入，转换后的线性规划的规模

比原模型大三倍左右，如式（２３）所示。为快速有效求

解式（２３），这里采用内点法［８］。对于大规模有约束的

线性规划问题，内点法利用稀疏矩阵的功能，将迭代的

方向投影在边界上，沿着这个方向优化目标函数值，具

有高效、迭代稳定等优点。

由此，根据式（１９）就可以得到分段平滑信号的估

计 ｆ^。

４　仿真实验

为验证算法的有效性，以信号传输中最常见的阶

跃信号为例，观测信号由式（２）产生，使用符合高斯分

布的函数作为核函数 ｈ（ｎ）。在添加不同信噪比

（ＳＮＲ）的噪声情况下，使用 Ｗｉｅｎｅｒ滤波算法、Ｒｉｃｈａｒｄ

ｓｏｎＬｕｃｙ方法与本文算法对上述混合信号进行恢复，

对比结果如图２所示。

　　图２（ａ）、（ｂ）、（ｃ）显示了固定参数 μ＝１，并设定

信噪比 ＳＮＲ为１０ｄＢ、３０ｄＢ、∞时，不同算法对分段平

滑信号的复原效果的对比。从图中可以明显看出，

在信噪比相同的条件下，本文的算法要好于前两者，

在信号的平滑段内最大程度地保证了信号的平滑

性。不仅如此，即使在低信噪比的条件下，复原信号

的跃变点位置也清晰可见，边沿陡峭。这一点对于

传感器信号传输过程至关重要，跃变点往往能反映

信号的潜在信息；在高信噪比条件下，观测信号几乎

可以复原为原始信号。

为了进一步说明信号的复原效果，采用信号复原

质量的评价标准模型中的均方误差（ＭＳＥ）公式对上述

结果进行定量评价：

ＭＳＥ＝ ∑Ｎ

ｉ＝１

　

　
ｆｉ－ｆｉ









∧
２

槡
／Ｎ （２９）

计算原始信号与复原信号的 ＭＳＥ，结果如表１及

图３所示。

表１中的ＭＳＥ数据也说明了本文算法的复原效

果要好于前两者。同时随着信噪比的增加，复原前后

的ＭＳＥ将越来越小。

图２（ａ）　信号复原对比图，ＳＮＲ＝１０ｄＢ，ＴＶＢ参数μ＝１

Ｆｉｇ．２（ａ）　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖｅｒｙ，ＳＮＲ＝１０ｄＢ，ＴＶＢｐａｒａｍｅｔｅｒμ＝１
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图２（ｂ）　信号复原对比图，ＳＮＲ＝３０ｄＢ，ＴＶＢ参数μ＝１

Ｆｉｇ．２（ｂ）　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖｅｒｙ，ＳＮＲ＝３０ｄＢ，ＴＶＢｐａｒａｍｅｔｅｒμ＝１

图２（ｃ）　信号复原对比图，ＳＮＲ＝∞，ＴＶＢ参数μ＝１

Ｆｉｇ．２（ｃ）　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖｅｒｙ，ＳＮＲ＝∞，ＴＶＢｐａｒａｍｅｔｅｒμ＝１
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　　ＴＢＶ模型中的参数 ε、μ是影响信号复原效果

的关键因素。式（２）说明了复原信号的随机误差可

以理解为融合在观测信号当中的白噪声，由此可知

参数 ε应该满足 ｍａｘηｉ≤ε。参数 μ（μ＞０）对总有

界变差项和总观测误差项起到权衡作用。μ取值过

大则残留较大的噪声，取值过小则模糊不能完全去

除。图３显示了不同信噪比、不同的参数 μ条件下

得到的 μ－ＭＳＥ实验图。可以清晰地看到，几乎每

条曲线都是下凸的，即在不同信噪比条件下，存在

一个最优的 μ值，使得复原信号和原始信号的 ＭＳＥ

达到最小。当信噪比较小时，在 μ∈（０，μ），随着 μ

值的增大，为了使式（９）达到最小，总观测误差项将

不断减小，与此同时，总有界变差项则会不断增大；

在 μ＝μ时，得到的 ＭＳＥ最小，此时信号复原的效

果最好；在 μ∈（μ，∞），继续增大 μ值，此时总观

测误差项已经足够小，达到稳定状态，而总有界变

差项则会继续增大，ＭＳＥ将越来越大，信号的复原

效果也越来越差。当信噪比较大时，观测信号中包

含的噪声较少，即使 μ值非常大，得到的总观测误

差项也很小，此时复原得到的信号将主要由总有界

变差项决定，增大 μ对复原效果影响不大，ＭＳＥ保

持不变。

表１　复原信号与原始信号的ＭＳＥ（不同的算法）

Ｔａｂ．１　ＭＳＥｏｆｔｈｅｒｅｃｏｖｅｒｙａｎｄｏｒｉｇｉｎａｌｓｉｇｎａｌｓ（ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ）

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ（μ＝１） ＳＮＲ＝１ｄＢ ＳＮＲ＝５ｄＢ ＳＮＲ＝１０ｄＢ ＳＮＲ＝３０ｄＢ ＳＮＲ＝∞

Ｗｉｅｎｅｒｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ０．２８４０９５ ０．１７１５７１ ０．１２４１１９ ０．０５５８２６８ ０．０２８９２２３

ＲｉｃｈａｒｄｓｏｎＬｕｃｙ ０．６５９０４２ ０．３９９９６９ ０．２６９６４７ ０．０５９２３３０ ０．０５２６２２８

ＴＢＶ ０．１０４４２９ ０．０８４６２９２ ０．０５９２３５４ ０．００４２２４２４ １．４８７７８ｅ０１２

图３　参数μ和信噪比对复原效果的影响
Ｆｉｇ．３　ＥｆｆｅｃｔｏｆμａｎｄＳＮＲｔｏｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖｅｒｙ

５　结论

本文针对分段平滑信号的局部平滑性、跃变性这

一重要特征，创新性地提出一种基于线性规划的分

段平滑信号的复原算法。它能够迅速使总有界变差

与总观测误差最小化，减少了求解变差参数的复杂

度。仿真实验说明该算法是有效的，即使在低信噪

比的情况下，复原信号也能够反映原信号的基本

信息。

信号复原最主要的问题就是解的不唯一性，所以

必须对解强加限制，才有可能得到理想的复原效果。

然而，现实中绝大部分信号是非平稳的，到目前为

止，对于非平稳信号的研究方法还是很有限的。总

有界变差方法具有重要的现实意义，也具有很大的

挑战。
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