
书书书

第 ２８卷　第 ５期
２０１２年５月

信 号 处 理

ＳＩＧＮＡＬＰＲＯＣＥＳＳＩＮＧ
Ｖｏｌ．２８　Ｎｏ．５
Ｍａｙ２０１２

收稿日期：２０１２－０４－３０
基金项目：教育部新世纪优秀人才支持计划（编号：ＮＣＥＴ１１０８０４）；国家自然科学基金（编号：５１００８０９５）；国家科技支撑计划（编号：　

　　２０１１ＢＡＫ０２Ｂ０２）等资助

压缩感知及其应用：从稀疏约束到低秩约束优化

马坚伟１　徐　杰２　鲍跃全３　于四伟４

（１．哈尔滨工业大学应用数学研究所，哈尔滨 １５０００１；
２．中国科学院计算技术研究所，北京 １００１９０；

３．哈尔滨工业大学土木工程学院，哈尔滨 １５０００１；
４．清华大学航天航空学院，北京 １０００８４）

摘　要：压缩感知（或称压缩采样）是国际上近期出现的一种信息理论。其核心思想是只要某高维信号是可压缩的
或在某个变换域上具有稀疏性，就可以用一个与变换基不相关的测量矩阵将该信号投影到一个低维空间上，然

后通过求解一个最优化问题以较高的概率从这些少量的投影中重构出原始信号。压缩感知理论突破了香农定理

对信号采样频率的限制，能够以较少的采样资源，较高的采样速度和较低的软硬件复杂度获得原始信号的测量

值。该理论已经被广泛应用于数字相机、医学成像、遥感成像、地震勘探、多媒体混合编码、通讯、结构健康监

测等领域。本文归纳了压缩感知研究中的关键问题，探讨压缩感知从稀疏约束到低秩约束优化的发展历程，对压

缩感知在遥感、地震勘探等几个相关领域的应用研究进行了综述。
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１　引言

根据香农采样定理，为了不失真的恢复出原始

信号，采样频率应该不小于原始信号频谱中最高频

率的２倍。在这种采样方式下，传感器等采集设备
需要预先收集大量的数据，然后通过数据压缩技

术，丢弃大部分冗余信息，只传输或存储有用的信

息。图１给出了基于香农采样定理的信号编解码
框架图。遵循该框架的视频图像编码技术以像素

或像素块作为编码实体，用统计概率模型来描述信

源。在压缩过程中，先对图像进行离散余弦变换或

小波变换，然后对少数绝对值较大的系数进行编

码，舍弃零系数或接近零的系数。这种先采样后丢

弃冗余数据的采样方法，浪费了大量的采样数据，

而且在数据压缩过程中，还需要占用额外码率对重

要系数的位置信息进行编码。如果传输或存储过

程中丢失部分压缩数据，经过反量化、反变换后的

重建信号会存在较大的失真。因此传统编码技术

需要做大量的差错控制来提高数据传输的准确性，

同时也降低了信号的编码效率，这是传统的视频图

像编码技术普遍存在的问题。基于该技术框架的

这些编码技术，往往是以计算复杂度不断提高的代

价来换取编码效率的提高。由于软硬件资源的限

制，沿着这一思路的编码效率提升空间非常有限。

图１　传统信号采集编码框架
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｍｐｌｉｎｇｆｒａｍｅｗｏｒｋ

如果信号 ｆ∈!

ｎ本身是稀疏的或可压缩的，能

否直接获取其压缩表示，从而略去对大量无用信息

的采样呢？Ｄｏｎｏｈｏ与 Ｃａｎｄｅｓ等人提出的压缩感知
（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理论［３９］回答了这个问

题。压缩感知不再受限于香农定理对于信号采样

带宽的要求，而是基于信号的稀疏性，直接从信号

中获取有意义的信息，不去采集无用的信号。该理

论的出现为数据采集技术带来了革命性突破，也为

数据压缩打开了新的研究思路，引起了研究人员的

广泛关注。压缩感知的核心思想是只要信号是稀

疏的（即信号的
!０范数非常小），就可以用一个与变

换基不相关的测量矩阵将高维信号投影到一个低

维空间上，然后通过求解一个最优化问题以较高概

率从这些少量的投影中重构出原信号。由于信号

的投影数据量远远小于传统采样方法所获的数据

量，在信号采集的同时实现了信号压缩。图 ２给出
了压缩感知理论中信号采样和恢复的框架图。在

采样端，压缩感知对信号的采样过程是非自适应

的、线性的、计算复杂度低。经压缩感知得到的信

号的每个测量值其重要性是相同的，在存储和传输

过程中，丢失个别测量值不会对信号恢复产生大的

影响，非常有利于信道传输。在恢复端，由于
!０范

数最小化是 ＮＰ难问题，压缩感知理论用
!１范数替

代
!０范数，通过最优化算法恢复出原始信号。

图２　压缩感知信号采集恢复框架

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓａｍｐｌｉｎｇａｎｄｒｅｃｏｖｅｒｙｆｒａｍｅｗｏｒｋｂａｓｅｄ

ｏｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ

根据压缩感知理论，如果信号中的个别元素缺失

或受到噪声干扰，只要该信号在某个域中是稀疏的（例

如傅立叶域），我们仍然能够以较高概率将该信号恢复

出来［５］。这个问题的一个自然延伸是，如果一个矩阵

中的个别元素缺失，我们能否将缺失的部分填充？例

如在进行问卷调查时，我们把问卷发放给很多人，此时

我们可以得到一个矩阵，这个矩阵的行表示每个人，列

表示每个问题。但是很多时候有些问题会没有答案，

此时我们就得到了一个部分元素缺失的矩阵。那么我

们能够猜想出缺失的元素是什么吗？这个问题被称之

为矩阵恢复（ＭａｔｒｉｘＲｅｃｏｖｅｒｙ）或矩阵完备（ＭａｔｒｉｘＣｏｍ

ｐｌｅｔｉｏｎ）。Ｃａｎｄｅｓ等［１１，１２］指出只要原始矩阵是低秩

（ｌｏｗｒａｎｋ）的，就可以通过求解矩阵核范数（矩阵奇异
值的和）最小化问题恢复出原始矩阵。图３从信号类
型，信号的稀疏模型和恢复算法中的稀疏约束类型这

三个方面对比了压缩感知和矩阵完备。我们可以看出

压缩感知理论和矩阵完备问题是一脉相承的。如何将

二者放在一个统一的理论框架中研究也是压缩感知未

０１６
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来发展方向。

压缩感知 矩阵完备

信号类型 向量 矩阵

稀疏模型 范数 秩

稀疏约束 !１范数 核范数

图３　压缩感知和矩阵完备对比

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ

ａｎｄｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ

压缩感知被提出后便得到众多学科领域的广泛关

注，成为国际研究热点。２００７年，麻省理工大学主办
的技术评论杂志将 ＲｉｃｈａｒｄＢａｒａｎｉｕｋ和 ＫｅｖｉｎＫｅｌｌｙ在
压缩感知成像领域的研究工作评为当年十大科技进展

之一［１３］。压缩感知理论具有能够缩短信号采样时间，

简化信号采集设备设计，降低采集设备功耗，减少采集

设备存储空间等优点，现已被广泛应用于遥感成

像［１，２，１０，１４１７］、地震勘探、表面测量［１８］、地球物理数据

分析［１９，２０］、数据压缩、信道编码、生物传感、视频图像

编码［２１，２２］等领域。大量的文献和算法资源可具体参

考Ｒｉｃｅ大学收集的“压缩感知主页”。近几年，压缩感
知也引起了国内的学术界的重视，仅国家自然科学基

金就资助了２００余项科研项目。许多国内同行均取得
了非常有意义的成果，可惜由于篇幅有限，本文无法一

一引用论述。读者可参考同行之前所写的综述［２３２６］。

本文的第２节给出稀疏模型的定义，包括稀疏信
号模型和低秩矩阵模型；第３节介绍了压缩感知的理
论基础，包括测量矩阵和恢复算法两个重要环节；第４
节介绍了矩阵完备的理论基础；第５节围绕作者所从
事的几个领域，综述压缩感知在遥感、地震勘探、视频、

结构健康监测方面的应用；第６节进行了总结和展望。

２　稀疏模型

２．１　稀疏信号模型
信号的稀疏性被广泛应用于数据压缩、通信以及

视频图像处理领域。自然界中的信号通常是不稀疏

的，但是我们可以将信号变换到某些域（例如傅立叶

域、小波域、曲波域等），如果在这些变换域中，信号的

大多数变换系数为零或者绝对值很小，只有少部分变

换系数的绝对值比较大，我们同样认为信号是稀疏的。

这些绝对值较大的重要系数保持了信号的绝大部分信

息。在有损压缩编码中，通过保存重要系数及其位置

信息就可以实现信号压缩。在压缩感知理论中，信号

的稀疏性是一个最基本的前提，决定了压缩感知非自

适应采样过程的有效性。定义１给出了ｋ稀疏信号的
数学模型：

定义 １：如果Ｎ维信号 ｆ∈!

ｎ最多只有 ｋ个分量

不为零，既：‖ｆ‖０≤ｋ，我们就说该信号是 ｋ稀疏的；或

者虽然信号ｆ不稀疏的，但是存在一个稀疏域!!!!，ｆ可

以表示为：ｆ＝
""""

ｘ，并且‖ｘ‖０≤ｋ，我们仍然说该信号是
ｋ稀疏的。在本文中，我们用∑ｋ表示ｎ维的 ｋ稀疏信
号集合。在实际中，大多数信号往往不是严格意义上

的ｋ稀疏信号。但是如果信号 ｆ在!!!!域的变换系数呈

幂式衰减，既将ｘｉ从大到小排序后： ｘ１ ≥ ｘ２≥…≥
ｘｎ ，存在Ｃ，ｑ＞０，ｘｉ满足：

ｘｉ ≤Ｃｉ
－ｑ （１）

我们同样认为该信号是稀疏的或是可压缩的，并且 ｑ
越大，变换系数衰减的越快，信号具有更强的可压

缩性。

２．２　低秩矩阵模型
另一个跟稀疏性密切相关的模型是低秩矩阵。矩

阵的秩反映了矩阵的固有特性。对于矩阵 Ｍ∈!

ｎ１×ｎ２，

矩阵的秩ｒａｎｋ（Ｍ）为该矩阵极大列向量无关组中向量
的个数。如果矩阵Ｍ的秩远小于矩阵元素的个数ｎ１×
ｎ２，我们认为该矩阵是低秩（ｌｏｗｒａｎｋ）的。低秩矩阵的
集合表示如下：

Πｒ＝｛Ｍ∈!

ｎ１×ｎ２：ｒａｎｋ（Ｍ）≤ｒ，ｒｎ１×ｎ２｝ （２）
对于秩为ｒ的矩阵Ｍ，其奇异值分解可以表示为：

Ｍ ＝∑
ｒ

ｋ＝１
σｋｕｋｖ


ｋ （３）

其中，σ１，σ２，．．．，σｒ≥０为奇异值，ｕ１，ｕ２，．．．，ｕｒ∈!

ｎ１和

ｖ１，ｖ２，．．．，ｖｒ∈!

ｎ２为相应的奇异向量。

３　压缩感知理论

对一个信号ｆ进行采样或测量是将该信号同一系
列波形进行内积的过程：

ｙｋ＝〈ｆ，φｋ〉，　ｋ＝１，．．．，ｍ （４）
不同的测量波形得到的测量值向量 ｙ有着不同的物
理意义。例如用单位脉冲函数进行测量得到的测量

值是信号在时间域上或空间域上的采样；利用正弦

波进行测量得到的是信号的傅立叶系数，这种测量

方法被用于核磁共振成像。压缩感知的测量过程同

样是利用一系列波形对信号进行测量，所不同的压

缩感知是对信号进行欠采样，即所用波形的数目远
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小于信号的维数。这样得到的信号测量值的数目 ｍ
远小于原始信号 ｆ的维数 ｎ（ｍｎ）。因此压缩感知
在采样的同时实现了对信号的压缩。

压缩感知的采样过程在数学上表示为将一个 ｎ维
的ｋ稀疏信号或可压缩信号ｘ∈∑ｋ通过一个测量矩阵

Φ∈"

ｍ，ｎ（ｍｎ）投影到低维空间上，得到 ｍ维的测量
值向量ｙ∈!

ｍ：

ｙ＝Φｘ （５）
如果信号ｆ在

""""

域是稀疏的，公式（５）引入稀疏域后表
示如下：

ｙ＝Φｆ＝Φ""""ｘ＝Θｘ，　ｆ＝""""ｘ （６）
其中 ｘ是信号 ｆ在

""""

域的稀疏系数，Θ＝Φ"""" 是 ｍ×ｎ
的矩阵，我们称之为感知矩阵（ＳｅｎｓｉｎｇＭａｔｒｉｘ）。由于
测量矩阵 Φ的行数远小于列数，从 ｍ维测量值向量
ｙ中恢复出 ｎ维原始信号是一个欠定问题，有无穷多
解。因此，压缩感知理论主要涉及两个关键问题：１）
如何设计测量矩阵才能保证测量过程不损失信号重

要信息并且能够恢复信号；２）采用什么样的恢复算
法可以从信号的不完备测量集中重构出原始信号。

下面我们从这两个方面展开讨论压缩感知的理论

基础。

３．１　测量矩阵
测量矩阵的重要性不言而喻。在压缩感知测

量过程中，测量矩阵必须保证信号的不完备测量集

能够保留原始信号的绝大部分重要信息；在压缩感

知恢复过程中，测量矩阵必须保证恢复算法能够从

尽可能少的测量数据中重建原始信号。测量矩阵

需要具备什么性质才能满足上述要求呢？Ｃａｎｄｅｓ
和 Ｔａｏ在［２７］中指出测量矩阵 Φ需要满足一定的约
束等距条件（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐｅｒｔｙ），即对于 ｘ

∈∑ｋ，如果测量矩阵 Φ的约束等距常数满足 δ２ｋ＋δ３ｋ
＜１，则能够从 ｋ·ｌｏｇ（ｎ／ｋ）个测量值中精确恢复出
原始信号。定义 ２中给出了约束等距常数 δｋ的
定义。

定义２［２７］：对于矩阵Φ∈"

ｍ×ｎ和所有ｋ稀疏信号ｘ

∈∑ｋ，满足

（１－δｋ）‖ｘ‖
２

２≤‖Φｘ‖
２

２≤（１＋δｋ）‖ｘ‖
２

２ （７）

的最小数值 δｋ定义为矩阵 Φ的约束等距常数（Ｒｅ
ｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＣｏｎｓｔａｎｔ）。如果δｋ∈（０，１），我们就说
矩阵Φ满足ｋ阶约束等距性。

然而在实际中证明一个测量矩阵是否满足ＲＩＰ特

性是非常困难的。Ｂａｒａｎｉｕｋ从测量矩阵和稀疏基的不
相干性来探讨感知矩阵Θ＝Φ""""是否满足ＲＩＰ。

定义 ３：测量矩阵 Φ和稀疏基""""

之间的相干系数

定义为

μ（Φ，""""）＝槡ｎ· ｍａｘ１≤ｋ，ｊ≤ｎ
〈φｋ，!ｊ〉 （８）

相干系数 μ（Φ，"""" ）∈［１，槡ｎ］，反映了 Φ和""""

之间

的相关性。μ越大，Φ和""""

之间的相关性越强。根

据压缩感知理论，如果信号 ｘ在某个变换域
""""

上是

稀疏的并且
""""

和 Φ高度不相关，感知矩阵 Θ＝Φ""""

会以较高的概率满足 ＲＩＰ性质，我们就可以从信号
的不完备测量集中以较高的概率重构出原始信

号［９，２８］。随机矩阵与任何稀疏基都具有很大的不

相干性，例如独立同分布的高斯随机矩阵、独立同

分布的伯努力随机矩阵，都可以用来作为压缩感知

的测量矩阵。

３．２　恢复算法
压缩感知的恢复算法基于信号的稀疏先验条件，

通过稀疏约束，将信号从高度不完备的测量集中恢复

出来。最直观的做法是对信号或其变换系数的非零元

素个数进行约束，通过
!０范数最小化求解：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ
‖ｘ‖０　ｓ．ｔ．　ｙ＝Φｆ＝Φ""""ｘ （９）

其中‖ｘ‖０：＝ｓｕｐｐ（ｘ），是!０范数。但是这需要穷举

Ｃｋｎ种非零元素的排列方式才能找到全局最优解，解
决的代价非常大，是一个 ＮＰ难问题。最早由 Ｍａｌｌａｔ
等人提出的匹配追踪算法［２９］（ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＭＰ）
可以对（９）中的

!０范数最小化问题进行近似求解，其

核心思想是在每次迭代时，通过计算观测向量和测

量矩阵列向量的相关性，进行局部最优化来寻求观

测向量的非零系数。后续的出现的一系列改进算法

对 ＭＰ进 行 了 各 种 优 化，例 如 正 交 匹 配 追 踪
（ＯＭＰ）［３０］算法，分段匹配追踪（ＳｔＯＭＰ）［３１］，子空间
追踪（ＳＰ）［３２］，正则化正交匹配追踪（ＲＯＭＰ）［３３］算
法，压缩感知匹配追踪（ＣｏＳａＭＰ）［３４］算法，稀疏自适
应匹配追踪（ＳＡＭＰ）［３５］算法等。这些通过迭代寻找
局部最优解的匹配追踪算法可以归类为贪婪算法，

其特点是算法复杂度低，但是需要较多的测量值，重

建精度低。

Ｄｏｎｏｈｏ［３６，３７］等利用
!１范数代替!０范数，将（９）的

非凸组合优化问题转化为凸松弛问题求解：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ
‖ｘ‖１　ｓ．ｔ．　ｙ＝Φｆ＝Φ""""ｘ （１０）
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其中 ‖ｘ‖１：＝∑ｉ
ｘｉ ，是!１范数。基追踪

［３７］（Ｂａｓｉｓ

Ｐｕｒｓｕｉｔ，ＢＰ）方法将（１０）中有约束的
!１范数最小化问

题转换为线性规划问题进行求解。如果信号足够稀

疏，
!１范数最小化方法能够比较精确的恢复出原始信

号。定理１给出了利用最小化
!１范数方法所需要测量

值数目的下限。

定理 １［３８］：假设信号ｆ∈!

ｎ在
""""

的变换系数 ｘ是
ｋ稀疏的，Φ是随机测量矩阵，如果测量值的数目 ｍ
满足

ｍ≥Ｃ·μ２（Φ，""""）·ｋ·ｌｏｇｎ （１１）
通过（１０）中的

!１最小化方法，能以较高的概率重构出

原始信号（当ｍ≥Ｃ·μ２（Φ，""""）·ｋ·ｌｏｇ（ｎ／δ），概率
大于１－δ）。从（１１）中我们可以看出 Φ和""""

越不相

干，所需的测量值数目越少。

接下来我们讨论
!１最小化方法的恢复误差。为了

表达方便，将测量矩阵Φ或Φ""""统一为Θ，ｘ表示稀疏
或近似稀疏的原始信号，（１０）中的

!１最小化方法重新

表示为：

（ＢＰ）　ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ
‖ｘ‖１　ｓ．ｔ．　ｙ＝Θｘ （１２）

定理 ２［３］：假设δ２ｋ 槡＜２－１，存在常数 Ｃ０，（１２）的解

ｘ^满足

‖ｘ^－ｘ‖２≤Ｃ０·‖ｘ－ｘｋ‖１槡／ｋ并且 （１３）

‖ｘ^－ｘ‖１≤Ｃ０·‖ｘ－ｘｋ‖１ （１４）
其中 ｘｋ是将向量 ｘ保留 ｋ个最大分量而其余分量均
设为零。

在实际应用中，大多数信号是近似稀疏的，而且

信号测量过程中由于硬件设备等原因会引入误差，

当测量值存在误差的时候，压缩感知测量过程表

示为：

ｙ＝Φｘ＋ｚ （１５）
其中 ｚ为测量误差向量。在一定的误差范围内，将
（１０）中的约束条件相应进行了放宽：

（ＢＰε）　　ｘ^＝ａｒｇｍｉｎｘ
‖ｘ‖１　ｓ．ｔ．　‖Θｘ－ｙ‖２≤ε

（１６）
其中ε为误差。公式（１６）可以转化为无约束最优化问
题：

（ＱＰ
"

）　　ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ

"

‖ｘ‖１＋１２‖ｙ－Θｘ‖
２

２ （１７）

定理 ３［３］：假设 δ２ｋ 槡＜２－１，存在常数 Ｃ０和 Ｃ１，

（１６）的解 ｘ^满足

‖ｘ^－ｘ‖２≤Ｃ０·‖ｘ－ｘｋ‖１槡／ｋ＋Ｃ１·ε （１８）
定理２和定理３保证了压缩感知在实际应用中的

鲁棒性和稳定性。

近几年，许多快速有效的
!１范数最小化算法被提

出来，例如：梯度投影法（ＧｒａｄｉｅｎｔＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｆｏｒＳｐａｒｓｅ
Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ，ＧＰＳＲ）［３９］，内点法（

!１ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｌｅａｓｔ

ｓｑｕａｒｅｓ，ｌ１＿ｌｓ）［４０］，同伦算法［８］，基于不动点的 ＦＰＣ
（ＦｉｘｅｄＰｏｉｎｔＣｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ）［４１］及其改进算法 ＦＰＣ＿ＡＳ
（ＦＰＣＡｃｔｉｖｅＳｅｔ）［４２］都可以用来求解（ＱＰ

"

）问题；

ＳＰＧＬ１（Ｓｐｅｃｔｒａｌｐｒｏｊｅｃｔｅｄｇｒａｄｉｅｎｔ）［４３］能够求解（ＢＰε）；

Ｂｒｅｇｍａｎ迭代法［４４］以及 ＳｐｌｉｔＢｒｅｇｍａｎ方法［４５］基于

Ｂｒｅｇｍａｎ距离来求解（ＱＰ
"

）问题；ＦＩＳＴＡ（ＦａｓｔＩｔｅｒａｔｉｖｅ

ＳｈｒｉｎｋａｇｅＴｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）［４６］加快了收缩阈值
算法（ＳｈｒｉｎｋａｇｅＴｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）的收敛速度，用
来求解ＱＰ

"

问题；ＳｐａＲＳＡ（Ｓｐａｒｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙｓｅｐａ

ｒａｂｌｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）［４７］求解形如 ｍｉｎｉｍｉｚｅｆ（ｘ）＋
"

ｇ
（ｘ）的问题，其中ｆ（ｘ）为光滑函数，ｇ（ｘ）为可分非光滑
函数，（ＱＰ

"

）归属于这类问题；ＮＥＳＴＡ（Ｎｅｓｔｅｒｏｖ’ｓａｌｇｏ

ｒｉｔｈｍｓ）［４８］适用范围比较广，能够求解（ＢＰ）、（ＢＰε）、
（ＱＰ

"

）等一系列
!１范数最小化问题。

４　矩阵完备

如果矩阵Ｍ∈!

ｎ１×ｎ２缺失部分元素，我们将其表示

为Ｍｉｊ，（ｉ，ｊ）∈Ω，其中 Ω是矩阵元素完备集［ｎ１］×
［ｎ２］（［ｎ］：＝｛１，．．．，ｎ｝）的子集。这相当于对矩阵 Ｍ

∈!

ｎ１×ｎ２的元素进行测量得到矩阵 Ｍｉｊ∈!

ｎ１×ｎ２。我们用

!Ω（Ｘ）：!
ｎ１×ｎ２→!

ｎ１×ｎ２来表示测量过程：

［
!Ω（Ｘ）］ｉｊ＝

Ｘｉｊ，（ｉ，ｊ）∈Ω，

０，ｏｔｈｅｒｗ{ ｉｓｅ．
（１９）

矩阵完备问题表示为：

ｍｉｎ
Ｘ
ｒａｎｋ（Ｘ），　ｓ．ｔ．　

!Ω（Ｘ）＝!Ω（Ｍ） （２０）

当测量过程存在误差时，放宽（２０）中的约束条件：

ｍｉｎ
Ｘ
μ·ｒａｎｋ（Ｘ）＋１２‖!Ω（Ｘ）－!Ω（Ｍ）‖

２

Ｆ （２１）

其中，μ是调整参数，‖·‖Ｆ
是Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数（‖Ａ‖Ｆ：＝

∑ｍ

ｉ＝１∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ槡

２，Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ）。

类似于压缩感知的
!０范数最小化问题，上述问题也是

ＮＰ难问题，无法直接求解。
Ｃａｎｄｅｓ等［１１，１２］将上述问题转化为凸松弛问题
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求解：

ｍｉｎ
Ｘ
‖Ｘ‖，　ｓ．ｔ．!Ω（Ｘ）＝!Ω（Ｍ） （２２）

以及

ｍｉｎ
Ｘ
μ‖Ｘ‖＋１２‖!Ω（Ｘ）－!Ω（Ｍ）‖

２

Ｆ （２３）

其中‖Ｘ‖是矩阵的核范数，即矩阵Ｘ奇异值的和。Ｃａｉ
等［４９］提出的奇异值阈值法，Ｍａ等［５０］提出的定点和布雷

格曼迭代方法，Ｙａｎｇ等［５１］提出的交替方向法，Ｋｅｓｈａｖａｎ
等［５２］提出的ＯＰＴＳＰＡＣＥ方法可以用来求解（２２）。

伴随着压缩感知理论的发展，矩阵完备问题也引起

了学术界的广泛关注，是未来的一个热点研究问题。

５　压缩感知的应用

５．１　遥感
地球上不同的物体都在不停地吸收、发射和反射

不同的电磁波。遥感就是根据这一性质，通过各种工

作平台上的探测器，对远距离目标在非接触的条件下

获取其电磁波信息，并对电磁波的特征进行分析和应

用的一门科学和技术。遥感技术的应用领域非常广，

例如：深空探测、灾害监测、环境监测、农作物监测、军

事侦察等。一般来说，遥感技术主要包括遥感图像的

获取、传输、接收和分析应用四个环节。为了获取清晰

或高清的遥感图像，探测器需要存储和传输大量的像

素信息。虽然可以在机载成像设备上采用压缩技术，

保留绝对值较大的变换系数，丢弃绝对值为零或较小

的变换系数来降低数据量，但是这也造成了采样资源

的浪费，增加了探测器的功耗，缩短了机载设备上电池

的使用寿命。由于遥感图像在小波域或曲波域具有稀

疏性，满足压缩感知理论对于稀疏性的要求，Ｍａ在［２］

中基于单像素照相机［２８，５３］，提出了单像素航空遥感，

只用一个感光器，但通过多次测量进行成像（ｓｉｎｇｌｅ
ｐｉｘｅｌｂｕｔｍｕｌｔｉｔｉｍｅ，ＳＰＭＴ），用来减少光学遥感数据获
取和成像的代价。图４给出了利用单像素遥感对月球
表面场景遥感成像的例子，从图中可以看出利用 ｎｏｉｓｅ
ｌｅｔ进行编码，然后利用曲波进行解码可以取得最好的
恢复效果。在这种新的基于压缩感知理论的遥感成像

系统中，采样和压缩同时进行，将运算复杂度从机载编

码端转移到了离线解码端，大大降低了探测器的功耗，

对于进行深空或远距离长时间的遥感探测作业意义尤

为重大。Ｂｏｂｉｎ等［５４］将压缩感知应用于天文遥感，并

指出利用压缩感知进行数据融合要优于标准压缩技

术。Ｍａ等在［１］和［１０］中分别结合去模糊和数据融合技

术，对焦距模糊情况和卫星冗余测量情况下的压缩感

知遥感成像进行了探讨。图５为利用压缩感知对大气
遥感图像进行去模糊的例子，从图中可以看出泊松积

分和迭代曲波阈值结合起来进行去模糊的效果最好。

图６是对月球表面采用不同的测量矩阵，将测量矩阵
一列偏移重叠冗余测量后，利用冗余数据恢复图像的

例子。Ｙｕ等［１６］针对遥感应用中压缩感知复数恢复问

题，提出了对复数的幅度和相位同时进行平滑约束然

后通过
!ｐ（０＜ｐ＜１）范数最小化进行恢复的方法。在太

赫兹成像系统中，这种方法可以减少所需要的测量值

并且能够提高恢复图像的信噪比，图７给出了对太赫
兹图像在５０

!

的测量率下幅度和相位恢复结果。

图４［２］　月球表面的单像素遥感成像

Ｆｉｇ．４［２］　 Ｓｉｎｇｌｅｐｉｘｅｌｉｍａｇｉｎｇｆｏｒｍｏｏｎ
"

ｓｓｕｒｆａｃｅ
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图５［１］　大气遥感图像的压缩感知去模糊

Ｆｉｇ．５［１］　ＣＳｄｅｂｌｕｒｒｉｎｇｆｏｒａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃｒｅｍｏｔｅｓｅｎｓｉｎｇ

图６［１０］　利用不同的压缩感知测量矩阵对月球表面进行一列偏移重叠冗余测量（每次的测量率均为５
!

），最后进行解码

Ｆｉｇ．６［１０］　ＤｅｃｏｄｉｎｇｏｆａＭｏｏｎｓｕｒｆａｃｅｆｒｏｍｏｎｅｃｏｌｕｍｎｓｈｉｆｔｏｖｅｒｌａｐｐｉｎｇｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓｕｓｉｎｇ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔＣＳｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｍａｔｒｉｃｅｓ（５
!

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ）

　　压缩感知也被广泛被应用于雷达领域。Ｈｅｒｍａｎ

和Ｓｔｒｏｈｍｅｒ［５５］基于目标在距离多普勒空间中的稀疏

性，利用压缩感知进行高分辨率雷达成像。Ｃｈｅｎ和

Ｖａｉｄｙａｎａｔｈａｎ［５６］进一步利用目标在距离多普勒角度

空间的稀疏性，将压缩感知应用于 ＭＩＭＯ雷达。Ｈｕａｎｇ

等［５７］将压缩感知应用于穿墙成像雷达中。Ｂｈａｔｔａ
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ｃｈａｒｙａ等［５８］和 Ｒｉｌｌｉｎｇ等［５９］将压缩感知用于合成孔径

雷达原始数据压缩。Ｗｕ等［６０］在多普勒频谱和中心频

率模糊的情况下，利用 Ｒａｄｏｎ变换和压缩感知理论估

计活动目标运动参数。Ｅｎｄｅｒ在［６１］中研究了压缩感知

雷达的通用体系结构和一些实现细节方面的考虑，并

探讨了压缩感知在脉冲压缩、雷达成像和利用阵列天

线进行大气空间监测三个方面的应用。Ｐｏｔｔｅｒ在［６２］中

综述了压缩感知在雷达中的应用，并总结了压缩感知

和雷达成像相关的五个原因，指出了压缩感知将会促

进雷达成像的长远发展。Ｋｈｗａｊａ和Ｍａ在［１４］中研究了

压缩感在合成孔径雷达（ＳＡＲ）中的两个应用：在高信

杂比和低信杂比的情况下，估计运动目标速度；利用

ＳＡＲ图像在曲波域的稀疏性，进行在线压缩和离线

解压。

图７［１６］　太赫兹图像的幅度和相位恢复结果（测量率为５０
!

）。（ａ）（ｂ）分别为原始数据的幅度

和相位；（ｃ）（ｄ）分别为幅度和相位的恢复结果（ＳＮＲ＝１１ｄＢ）。

Ｆｉｇ．７［１６］　ＡｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｐｈａｓｅｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄＴＨｚｄａｔａｕｓｉｎｇ５０
!

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ．（ａ）（ｂ）Ｏｒｉｇｉｎａｌ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｐｈａｓｅ．（ｃ）（ｄ）Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｐｈａｓｅ．

５．２　地震勘探

在地震勘探中，由于存在被噪声严重污染的地震

道、死道或者受到地形的限制，容易造成地震数据的

缺失或空间采样不足。恢复缺失的地震道是地震数

据处理中一个非常关键的问题。目前压缩感知已被

用于地震数据中缺失地震道的重建。Ｈｅｒｒｍａｎｎ等

在［６３］中将压缩感知理念引入地震数据恢复，从地震

数据的随机下采样中恢复缺失的地震道。Ｔａｎｇ等

在［２０］中利用２Ｄ抖动采样（ＪｉｔｔｅｒｅｄＳａｍｐｌｉｎｇ）对地震

数据进行测量，然后基于地震数据在曲波域的先验

稀疏性，利用
!１范数最小化进行数据恢复。Ｗａｎｇ等

在［６４］中提出了分段随机采样对地震数据进行测量，

然后利用
!１范数约束的置信域法恢复地震波。Ｔａｎｇ

等在［６５］通过控制最大地震空区的大小，优化了压缩

感知采样策略，这种采样方式优于随机采样和抖动

采样，图８给出了不同采样方式得到的重建图像和误

差对比，这种优化的压缩感知采样策略能够取得较

好的恢复效果。Ｙａｎｇ，Ｍａ，Ｏｓｈｅｒ在［１９］中将恢复缺

失地震道的问题转化为了低秩约束优化的矩阵完备

问题，即如果一个矩阵缺失某些列，如何将缺失的数

据填充起来。由于列缺失的矩阵完备问题无法直接

求解，Ｙａｎｇ等利用纹理块变换，将其转化为至少每一

列都存在一个元素的低秩矩阵完备问题，然后利用

现有的矩阵完备算法进行求解。图９给出了地震数

据在丢失５０
!

的道后，利用低秩约束优化方法，较好

地恢复出完整地震数据的例子。
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图８［６５］　采用不同采样方式重建的地震波。（ａ）（ｄ）采用随机采样而

没有控制最大空区的恢复结果和误差（ＳＮＲ＝２３．９ｄＢ）；（ｂ）（ｅ）抖动

采样和小波恢复结果（ＳＮＲ＝２４．０ｄＢ）；（ｃ）（ｆ）优化的采样和小波恢复结果（ＳＮＲ＝２４．２ｄＢ）。

Ｆｉｇ．８［６５］　Ｒｅｃｏｖｅｒｙｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｅｉｓｍｉｃｄａｔａｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｕｎｄｅｒｓａｍｐｌｉｎｇｓｃｈｅｍｅｓ

（ａ）（ｄ）Ｒｅｃｏｖｅｒｅｄｄａｔａａｎｄｅｒｒｏｒｕｓｉｎｇｒａｎｄｏｍｕｎｄｅｒｓａｍｐｌｉｎｇｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｔｒｏｌｏｎｍａｘｉｍｕｍｇａｐ

ｓｉｚｅ．（ｂ）（ｅ）Ｒｅｃｏｖｅｒｅｄｄａｔａａｎｄｅｒｒｏｒｂｙｊｉｔｔｅｒｅｄｓａｍｐｌｉｎｇａｎｄｗａｖｅｌｅｔｂａｓｅｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ．

（ｃ）（ｆ）Ｒｅｃｏｖｅｒｅｄｄａｔａａｎｄｅｒｒｏｒｂｙｏｐｔｉｍｉｚｅｄｓａｍｐｌｉｎｇａｎｄｗａｖｅｌｅｔｂａｓｅｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ．

图９［１９］　基于矩阵完备的地震数据重构

Ｆｉｇ．９［１９］　Ｒｅｃｏｖｅｒｙｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｅｉｓｍｉｃｄａｔａｂｙｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ

５．３　视频图像压缩

当前典型的视频图像压缩技术都是基于预测／

变换的混合编码技术框架，遵循该框架制定的视频

编码国际标准有 ＩＳＯ／ＩＥＣ制定的 ＭＰＥＧＸ系列和

ＩＴＵＴ制定的 Ｈ．２６Ｘ系列；图像编码标准有 ＪＥＰＧ

和 ＪＰＥＧ２０００。这些压缩技术都是先对视频图像进

行全采样，然后通过帧内帧间预测去除冗余，再进

行小波变换或 ＤＣＴ变换，丢弃大部分绝对值较小的
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变换系数，只对绝对值较大的变换系数进行编码。

这种编码框架浪费了大部分采样资源，而且复杂的

预测／变换技术不适合于一些编码端资源受限的场

合，例如采样时间受限（核磁共振成像），设备功耗

受限（无线遥感设备，无线摄像头）等。如何利用压

缩感知理论优势，开发新的视频图像压缩技术，是

目前多媒体领域的热点问题，国内外学者已经在该

领域进行了许多研究和探索。Ｗａｋｉｎ最先在文

献［６６］中基于单像素照相机的硬件设备［６７］对压缩视

频感知进行了研究，提出了基于 ２Ｄ离散小波变换

（２ＤＤＷＴ）的逐帧恢复算法和基于 ３Ｄ离散小波变

换（３ＤＤＷＴ）的视频恢复算法。Ｐａｒｋ和 Ｗａｋｉｎ在文

献［６８］中借鉴了传统视频编码标准中的运动估计和

运动补偿的思想，提出了一种多尺度重构方法，该

方法对视频序列交替进行运动估计和稀疏重构，恢

复效果优于２ＤＤＷＴ和 ３ＤＤＷＴ方法，但是算法复

杂度非常高。Ｓｔａｎｋｏｖｉｃ在［６９］中将视频帧分为相同

大小的宏块，通过参考帧中宏块的稀疏性来预测当

前帧相应位置宏块的稀疏性，从而对稀疏块采用压

缩采样，而对其他块采用全采样。Ｚｈｅｎｇ和 Ｊａ

ｃｏｂｓ［７０］利用视频空域稀疏性，先对参考帧进行全采

样，后续非参考帧的测量值和其前一帧的测量值做

差，恢复时先恢复当前帧与其前一帧测量值的残

差，然后与前一帧相加后得到最终恢复结果，该方

法在视频场景变化显著的时候会造成恢复误差的

不断累积。Ｘｕ等在［２１］中提出了基于用户视觉关注

度的压缩视频感知方法，对参考帧进行全采样，利

用视觉节奏的方法自动检测非参考帧中的用户感

兴趣区域（ｒｅｇｉｏｎｏｆｉｎｔｅｒｅｓｔ，ＲＯＩ），从而对 ＲＯＩ区域

和非 ＲＯＩ区域采用不同的压缩感知测量方法和恢

复算法。该方法对存在显著运动区域的视频序列

具有较好的恢复效果。Ｍａ等在［２２］中提出了基于近

似消息传递的压缩视频感知方法，该方法能够实现

对视频序列和高速射流高效节能的在线压缩，而且

取得了较好的恢复效果。图 １０给出了利用阈值迭

代法和基于复小波的信息传递法对标准视频序列

Ｆｏｒｅｍａｎ恢复结果对比，从图中可以看出基于复小

波的信息传递法可以取得较高的信噪比。Ｘｕ等

在［７１］中提出了基于帧内预测的 ＴＶ（ＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ）

最小化方法，该方法能够去除阶梯效应，提高图像

和单帧视频的恢复质量。在实际的视频编码中，为

了减少编码码率，需要将在实数域连续变化的测量

值量化到有限的离散样本值空间。Ｂａｉｇ在文献［７２］

中根据每帧视频测量值的统计规律对测量值采用

了高斯量化方法。文中表明对于压缩感知测量值，

高斯量化要优于 ＭＰＥＧ量化或均匀量化。自从 Ｄｕ

ａｒｔｅ等［７３］在 ２００５年提出了分布式压缩感知（Ｄｉｓ

ｔｒｉｂｕｔｅｄＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，ＤＣＳ）理论后，压缩感

知也被应用到了分布式视频编码（ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄＶｉｄｅｏ

Ｃｏｄｉｎｇ，ＤＶＣ）中［７４７６］。

图１０［２２］　对Ｆｏｒｅｍａｎ中第３２帧采用不同恢复算法的ＳＮＲ对比

Ｆｉｇ．１０［２２］　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅ３２ｎｄｆｒａｍｅｗｉｔｈＳＮＲｖａｌｕｅｓｆｏｒＦｏｒｅｍａｎｖｉｄｅｏ
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　　虽然压缩感知理论在多媒体领域已经取得了一定

进展，但是目前基于压缩感知的视频图像压缩效率还

无法跟传统的视频图像编码技术相比。如何发挥压缩

感知的理论优势，开发出适用的新型压缩技术，还有许

多难点亟待解决。

５．４　结构健康监测

近些年来，结构健康监测中的数据采集和传输技

术吸引了越来越多学者的注意。由于土木工程结构规

模大，服役环境复杂，需要布置大量的传感器进行实时

监测。如何在节约传感器资源和能量消耗的前提下，

实现对海量采集数据进行有效压缩和鲁棒传输是值得

研究的科学问题。Ｂａｏ等［７７］基于压缩感知的理论优

势，研究了结构健康监测振动响应数据的 Ｂａｙｅｓｉａｎ压

缩感知（ＢＣＳ）方法［７８］以及无线传感器丢失数据的恢

复方法［７９］，并将研究成果应用于山东滨州黄河公路大

桥（图１１）和国家游泳中心的加速度响应监测中。结

果表明，由于采用了 ＡＲＤ（ＡｕｔｏｍａｔｉｃＲｅｌｅｖａｎｃｅＤｅｔｅｒ

ｍｉｎａｔｉｏｎ）先验概率密度函数，ＢＣＳ方法不仅可以重构

信号，而且具有去噪的作用，ＢＣＳ重构的结果更接近于

去噪声之后的原始数据；ＢＣＳ和ＣＳ的重构误差都随着

测量点数的增加而减少；ＢＣＳ和ＣＳ方法都更适合窄带

过程，对宽带过程的信号压缩效率较差、重构误差

较大。

图１１［７７］　结构健康监测中的加速度压缩感知

Ｆｉｇ．１１［７７］　ＣＳｆｏｒａｃｃｅｌｅｒｏｍｅｔｅｒｓｉｇｎａｌｓｉｎ

ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｈｅａｌｔｈｍｏｎｉｔｏｒｉｎｇ．

　　由于大型土木工程服役环境复杂，无线传感器与
无线传感网络实际工程应用时，存在数据包丢失的问

题（无线传输通常以数据包的方式传输，一个包中包含

多个数据点）。一方面是因为无线节点传输数据时，易

受周边复杂环境，特别是无线电干扰易引起数据的丢

失，或无线电干扰会导致路由协议无线链路中断引起

数据丢失。另一方面则为无线基站吞吐量问题，主要

是基站接收大容量数据时，由于基站本身处理能力问

题，造成数据拥塞而丢失数据。根据桥梁现场无线传

感器实测的数据证明，７８．８
!

的测试数据存在丢包问

题，丢包率最大可以达到２０．２２
!

［７９］。Ｂａｏ等［７８，７９］采

用基于压缩感知的无线传感器丢失数据恢复方法，该

方法首先在无线节点端将传输的原始信号 ｘ，通过随
机采样矩阵转化成ｙ＝Φｘ，然后对 ｙ进行无线传输，在
基站对接收到的可能存在部分丢失的信号 ｙ进行重
构，恢复原始信号。对桥梁现场实测加速度传感器数

据进行验证，模拟真实的无线传感器随机丢包，连续丢

包两种工况，考虑无线传输过程中的噪声干扰，图１２
是在原始信号上丢失２０

!

数据时的恢复结果，从图中

看出丢失的数据得到了较好的恢复。

图１２［７９］　丢失数据恢复结果

Ｆｉｇ．１２［７９］　ＲｅｃｏｖｅｒｙｒｅｓｕｌｔｓｏｆａｃｃｅｌｅｒｏｍｅｔｅｒｓｉｇｎａｌｓｂｙＣＳ
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Ｍｏｒｌｉｅｒ和Ｂｅｔｔｅｂｇｈｏｒ［８０］将压缩采样技术应用到了

结构模态振型的重构中去，并对平板结构进行了分析，

结果表明，可以通过少量测点即可重构结构的振型。

虽然将压缩感知用于结构健康监测仍处于起步阶段，

但是已经展现出美好的应用前景。结构健康监测中存

在较多的稀疏反问题，压缩采样理论对这些问题解决

提出了新的思路。研究表明压缩感知理论适合于土木

结构中的窄带信号的压缩，能够增加数据无线传输的

鲁棒性，在基于无线传感器与无线传感网络的结构健

康监测中具有很好的应用前景。

６　总结和展望

本文介绍了压缩感知从稀疏约束到低秩约束优化

的基本原理，并归纳探讨了其在遥感、地震勘探、多媒

体编码和结构健康监测方面的一些主要应用。目前关

于压缩感知的研究大多停留在理论阶段，如何从理论

走向实际应用还尚需时日，这是压缩感知未来的研究

重点之一。另外如何将压缩感知的稀疏约束和矩阵完

备的低秩约束结合起来，形成统一的理论框架也是未

来的发展方向。
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ｓｔｒｕｃｔｉｏｎｖｉａｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇｂａｓｅｄｏｎｐａｒｔｉａｌＤＣＴｃｏ

ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ［Ｊ］．ＡＣＴＡＡＵＴＯＭＡＴＩＣＡＳＩＮＩＣＡ，２０１１，３７

（６）：６７４６８１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２６］戴琼海，付长军，季向阳．压缩感知研究 ［Ｊ］．计算机

学报，２０１１，３４（３）：４２５４３４．

Ｑ．Ｄａｉ，Ｃ．Ｆｕ，Ｘ．Ｊｉ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ［Ｊ］．

ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ，２０１１，３４（３）：４２５４３４．（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［２７］Ｅ．Ｊ．Ｃａｎｄｅｓ，Ｔ．Ｔａｏ．Ｄｅｃｏｄｉｎｇｂｙｌｉｎｅａｒｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ［Ｊ］．

ＩＥＥＥ．Ｔ．Ｉｎｆｏｒｍ．Ｔｈｅｏｒｙ，２００５，５１（１２）：４２０３４２１５．

［２８］Ｒ．Ｇ．Ｂａｒａｎｉｕｋ．Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ［Ｊ］．ＩＥＥＥ．Ｓｉｇｎａｌ

Ｐｒｏｃ．Ｍａｇ，２００７，２４（４）：１１８１２１．

［２９］Ｓ．Ｇ．Ｍａｌｌａｔ，Ｚ．Ｚｈｉｆｅｎｇ．Ｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔｓｗｉｔｈｔｉｍｅ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｃｔｉｏｎａｒｉｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ．Ｔ．ＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓ，

１９９３，４１（１２）：３３９７３４１５．

［３０］Ｊ．Ａ．Ｔｒｏｐｐ，Ａ．Ｃ．Ｇｉｌｂｅｒｔ．Ｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖｅｒｙｆｒｏｍｒａｎｄｏｍ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｖｉａｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ［Ｊ］．ＩＥＥＥ．

Ｔ．Ｉｎｆｏｒｍ．Ｔｈｅｏｒｙ，２００７，５３（１２）：４６５５４６６６．

［３１］Ｄ．Ｌ．Ｄｏｎｏｈｏ，Ｙ．Ｔｓａｉｇ，Ｉ．Ｄｒｏｒｉ，ｅｔａｌ．Ｓｐａｒｓｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｕｎｄｅｒｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓｂｙｓｔａｇｅｗｉｓｅｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ

ｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ［Ｊ］．ＩＥＥＥ．Ｔ．Ｉｎｆｏｒｍ．Ｔｈｅｏｒｙ，ｓｕｂｍｉｔ

ｔｅｄ，２００６．

［３２］Ｗ．Ｄａｉ，Ｏ．Ｍｉｌｅｎｋｏｖｉｃ．Ｓｕｂｓｐａｃｅｐｕｒｓｕｉｔｆｏｒｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ

ｓｅｎｓｉｎｇｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩＥＥＥ．Ｔ．Ｉｎｆｏｒｍ．Ｔｈｅｏｒｙ，２００９，

５５（５）：２２３０２２４９．

［３３］Ｄ．Ｎｅｅｄｅｌｌ，Ｒ．Ｖｅｒｓｈｙｎｉｎ．Ｕｎｉｆｏｒｍｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

ａｎｄｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖｅｒｙｖｉａｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇ

ｐｕｒｓｕｉｔ［Ｊ］．Ｆｏｕｎｄ．Ｃｏｍｐｕｔ．Ｍａｔｈ．，２００９，９（３）：３１７３３４．

［３４］Ｄ．Ｎｅｅｄｅｌｌ，Ｊ．Ａ．Ｔｒｏｐｐ．ＣｏＳａＭＰ：Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖ

ｅｒｙｆｒｏｍｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅａｎｄｉｎａｃｃｕｒａｔｅｓａｍｐｌｅｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌ．

Ｃｏｍｐｕｔ．Ｈａｒｍｏｎ．Ａ．，２００９，２６（３）：３０１３２１．

［３５］Ｔ．Ｄｏ，Ｌ．Ｇａｎ，Ｎ．Ｎｇｕｙｅｎ，ｅｔａｌ．Ｓｐａｒｓｉｔｙａｄａｐｔｉｖｅｍａｔｃ

ｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｐｒａｃｔｉｃａｌｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ

［Ｃ］∥４２ｎｄＡｓｉｌｏｍａｒＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＳｉｇｎａｌｓ，Ｓｙｓｔｅｍｓ

ａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒｓ．ＩＥＥＥ，２００９．５８１５８７．

［３６］Ｄ．Ｌ．Ｄｏｎｏｈｏ，Ｍ．Ｅｌａｄ，Ｖ．Ｎ．Ｔｅｍｌｙａｋｏｖ．Ｓｔａｂｌｅｒｅｃｏｖｅｒｙ

ｏｆｓｐａｒｓｅｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆ

ｎｏｉｓｅ［Ｊ］．ＩＥＥＥ．Ｔ．Ｉｎｆｏｒｍ．Ｔｈｅｏｒｙ，２００６，５２（１）：６１８．

［３７］Ｓ．Ｓ．Ｂ．Ｃｈｅｎ，Ｄ．Ｌ．Ｄｏｎｏｈｏ，Ｍ．Ａ．Ｓａｕｎｄｅｒｓ．Ａｔｏｍｉｃｄｅ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｂｙｂａｓｉｓｐｕｒｓｕｉｔ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪ．Ｓｃｉ．Ｃｏｍ

ｐｕｔ．，１９９８，２０（１）：３３６１．

［３８］Ｅ．Ｊ．Ｃａｎｄｅｓ，Ｊ．Ｒｏｍｂｅｒｇ．Ｓｐａｒｓｉｔｙａｎｄｉｎｃｏｈｅｒｅｎｃｅｉｎ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓａｍｐｌｉｎｇ［Ｊ］．Ｉｎｖｅｒｓｅ．Ｐｒｏｂｌ．，２００７，２３

（３）：９６９９８５．

［３９］Ｍ．Ａ．Ｔ．Ｆｉｇｕｅｉｒｅｄｏ，Ｒ．Ｄ．Ｎｏｗａｋ，Ｓ．Ｊ．Ｗｒｉｇｈｔ．Ｇｒａｄｉｅｎｔ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｆｏｒｓｐａｒｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ：ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｃｏｍ

ｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇａｎｄｏｔｈｅｒｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｅｌｅｃｔｅｄＴｏｐｉｃｓｉｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００７，１

（４）：５８６５９７．

［４０］Ｋ．ＳｅｕｎｇＪｅａｎ，Ｋ．Ｋｏｈ，Ｍ．Ｌｕｓｔｉｇ，ｅｔａｌ．Ａｎｉｎｔｅｒｉｏｒ

ｐｏｉｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒｌａｒｇｅｓｃａｌｅｌ１ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ

［Ｊ］．ＩＥＥＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｅｌｅｃｔｅｄＴｏｐｉｃｓｉｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓ

ｉｎｇ，２００７，１（４）：６０６６１７．

［４１］Ｅ．Ｈａｌｅ，Ｗ．Ｙｉｎ，Ｙ．Ｚｈａｎｇ．Ａｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄｆｏｒｌ１ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ

ｔｏｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ［Ｒ］．ＣＡＡＭＴＲ０７０７，ＲｉｃｅＵｎｉ

ｖｅｒｓｉｔｙ，２００７．

［４２］Ｚ．Ｗｅｎ，Ｗ．Ｙｉｎ，Ｄ．Ｇｏｌｄｆａｒｂ，ｅｔａｌ．Ａｆａｓｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒ

ｓｐａｒｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｓｈｒｉｎｋａｇｅ，ｓｕｂｓｐａｃｅｏｐｔｉ

ｍｉｚａｔｉｏｎ，ａｎｄｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪ．Ｓｃｉ．Ｃｏｍｐｕｔ．，

２０１０，３２（４）：１８３２１８５７．

１２６
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［４３］Ｅ．ＶａｎＤｅｎＢｅｒｇ，Ｍ．Ｆｒｉｅｄｌａｎｄｅｒ．ＰｒｏｂｉｎｇｔｈｅＰａｒｅｔｏｆｒｏｎ

ｔｉｅｒｆｏｒｂａｓｉｓｐｕｒｓｕｉｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪ．Ｓｃｉ．Ｃｏｍ

ｐｕｔ．，２００８，３１（２）：８９０９１２．

［４４］Ｗ．Ｙｉｎ，Ｓ．Ｏｓｈｅｒ，Ｄ．Ｇｏｌｄｆａｒｂ，ｅｔａｌ．Ｂｒｅｇｍａｎｉｔｅｒａｔｉｖｅ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｌ１ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｃｏｍ

ｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＩｍａｇｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅｓ，

２００８，１（１）：１４３１６８．

［４５］Ｔ．Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ，Ｓ．Ｏｓｈｅｒ．ＴｈｅｓｐｌｉｔＢｒｅｇｍａｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒＬ１

ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＩｍａｇｉｎｇＳｃｉ

ｅｎｃｅｓ，２００９，２（２）：３２３３４３．

［４６］Ａ．Ｂｅｃｋ，Ｍ．Ｔｅｂｏｕｌｌｅ．Ａｆａｓｔｉｔｅｒａｔｉｖｅｓｈｒｉｎｋａｇｅｔｈｒｅｓｈｏｌ

ｄｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｌｉｎｅａｒｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭ

ＪｏｕｒｎａｌｏｎＩｍａｇｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００９，２（１）：１８３２０２．

［４７］Ｓ．Ｊ．Ｗｒｉｇｈｔ，Ｒ．Ｄ．Ｎｏｗａｋ，Ｍ．Ａ．Ｔ．Ｆｉｇｕｅｉｒｅｄｏ．Ｓｐａｒｓｅ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙｓｅｐａｒａｂｌｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩＥＥＥ．

Ｔ．ＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓ，２００９，５７（７）：２４７９２４９３．

［４８］Ｓ．Ｂｅｃｋｅｒ，Ｊ．Ｂｏｂｉｎ，Ｅ．Ｊ．Ｃａｎｄｅｓ．ＮＥＳＴＡ：Ａｆａｓｔａｎｄ

ａｃｃｕｒａｔｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｐａｒｓｅｒｅｃｏｖｅｒｙ［Ｊ］．ＳＩ

ＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＩｍａｇｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１１，４（１）：１３９．

［４９］Ｊ．Ｆ．Ｃａｉ，Ｅ．Ｊ．Ｃａｎｄｅｓ，Ｚ．Ｓｈｅｎ．Ａｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｔｈｒｅｓｈ

ｏｌｄｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪ．Ｏｐ

ｔｉｍｉｚ．，２０１０，２０（４）：１９５６１９８２．

［５０］Ｓ．Ｍａ，Ｄ．Ｇｏｌｄｆａｒｂ，Ｌ．Ｃｈｅｎ．ＦｉｘｅｄｐｏｉｎｔａｎｄＢｒｅｇｍａｎ

ｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｍａｔｒｉｘｒａｎｋｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］．

Ｍａｔｈ．Ｐｒｏｇｒａｍ．，２０１１，１２８（１）：３２１３５３．

［５１］Ｊ．Ｙａｎｇ，Ｘ．Ｙｕａｎ．ＬｉｎｅａｒｉｚｅｄａｕｇｍｅｎｔｅｄＬａｇｒａｎｇｉａｎａｎｄ

ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｎｕｃｌｅａｒｎｏｒｍｍｉｎｉｍｉｚａ

ｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｍａｔｈ．Ｃｏｍｐｕｔ．，ｔｏａｐｐｅａｒ，２０１１．

［５２］Ｒ．Ｈ．Ｋｅｓｈａｖａｎ，Ａ．Ｍｏｎｔａｎａｒｉ，Ｏ．Ｓｅｗｏｏｎｇ．Ｍａｔｒｉｘｃｏｍ

ｐｌｅｔｉｏｎｆｒｏｍａｆｅｗｅｎｔｒｉｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ．Ｔ．Ｉｎｆｏｒｍ．Ｔｈｅｏ

ｒｙ，２０１０，５６（６）：２９８０２９９８．

［５３］Ｍ．Ｆ．Ｄｕａｒｔｅ，Ｍ．Ａ．Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ，Ｄ．Ｔａｋｈａｒ，ｅｔａｌ．Ｓｉｎｇｌｅ

ｐｉｘｅｌｉｍａｇｉｎｇｖｉａｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓａｍｐｌｉｎｇ［Ｊ］．ＩＥＥＥ．Ｓｉｇ

ｎａｌＰｒｏｃ．Ｍａｇ，２００８，２５（２）：８３９１．

［５４］Ｊ．Ｂｏｂｉｎ，Ｊ．Ｌ．Ｓｔａｒｃｋ，Ｒ．Ｏｔｔｅｎｓａｍｅｒ．Ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓ

ｉｎｇｉｎａｓｔｒｏｎｏｍｙ［Ｊ］．ＩＥＥＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｅｌｅｃｔｅｄＴｏｐｉｃｓｉｎ
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