
第 ３３卷　第 ３Ａ期
２０１７年３月

信 号 处 理

ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＳＩＧＮＡＬＰＲＯＣＥＳＳＩＮＧ
Ｖｏｌ．３３　Ｎｏ．３Ａ
Ｍａｒ．２０１７

文章编号：１００３－０５３０（２０１７）３Ａ－００４７－０６

收稿日期：２０１６－１０－２６；修回日期：２０１７－０１－１５

基于张量补全的多维频谱地图构建

吴启晖１　唐梦云２

（１．南京航空航天大学，江苏南京 ２１１１００；２．解放军理工大学，江苏南京 ２１０００７）

摘　要：频谱地图是解决频谱短缺问题的前提和基础，它可以从地理位置，频率，时间，能量等多维度刻画频谱
数据，从而直接查看频谱信息，例如占用频段，空闲时段，以及指定频段的覆盖范围等，实现了对多维频谱数

据的整合和呈现。针对实际应用中，由于采用了压缩感知或者受传输噪声的影响，往往采集到的都是不完整的

频谱数据这一问题，本文中我们提出了一种结合预测模型的频谱张量补全方法，来恢复这些缺失的数据。基于

通用软件无线电设备建立了实测频谱数据的收集系统提出的方法进行仿真验证。仿真结果表明，在提出的结合

预测模型的方法下，频谱张量的补全效果有了一定的提升。
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１　引言

随着通信技术的迅速发展，人们不断通过创新

无线接入技术，改进通信网络架构，以及开发新的

频段等方式，来持续提供快速的网速带宽和多样化

的业务种类［１］。但随着人们日益增长的通信需求，

可供分配的频谱资源越来越少，日益严峻的“频谱

赤字”已成为阻碍无线通信发展的瓶颈。而其中一

个原因就是当前固定的频谱分配模式所导致的难

以高效利用频谱资源，针对该问题，认知无线电 ＣＲ

（ＣｏｇｎｉｔｉｖｅＲａｄｉｏ）就提供了一种“伺机”的方式来接
入空闲频谱，在提高频谱利用率的同时也降低了冲

突的发生，实现了频谱资源的动态共享［２］。

频谱数据准确及实时的获取是实现认知无线

电技术［３］的前提和基础，只有在了解频谱占用的情

况下才能有效地判断当前时隙是否允许次级用户

的接入，并需要规定其功率限值来保证不影响主用

户的正常通信［４］。因此，频谱数据库的建立对于认

知无线电的应用有十分重要的意义，频谱数据库可

以对主用户位置，发射功率，可用频谱情况进行记
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录和分析。而各类频谱地图则是频谱数据库的一

种可视化方式，例如电视白频谱地图［５］，就是结合

了地理信息和传播模型来确定每个信道的最大传

输功率。文献［６］中提出了一种基于压缩量化的感
知方法，以实现功率密度频谱地图的实时绘制。此

外也有很多关于频谱地图的应用的研究，例如文献

［７］中就构建了实际环境下的频谱地图数据，并且
预测了各种通信和网络性能。文献［８］提出了一个
结合频谱地图补全的室内定位的方法，无需建立完

整的指纹频谱地图，就可以使用少量的传感器进行

定位。然而，传统的频谱地图主要考虑的是信号强

度在空间上的分布，往往较少地综合考虑到时间，

频段等多个维度。

为了准确得描述频谱数据的时空频多维特性，

我们将二维的频谱地图拓展到多维空间，并相应引

入了张量的概念。张量是多维数组，是向量和矩阵

的扩展，其严格定义是利用线性映射来描述的，在

计算机视觉和图像领域有很重要的应用［９１１］。在这

篇文章中，我们通过提出“频谱张量”的概念来刻画

多维频谱数据的信息。在频谱感知中，由于受限于

监测频段、时间段，以及空间部署等因素，实测获得

的频谱数据往往是离散而又不完整的，这就需要采

用缺失值恢复的方法对多维频谱地图进行重构建，

一般可以采取两种方法，其一是用张量补全的算法

来估计频谱数据中的缺失值，另一种就是采用预测

的方法，来捕获到频谱不同维度的关联性，在具有

先验信息的基础上进行有效的预测。

针对上述问题，本文提出了一种结合预测模型

的张量补全方法来恢复采样数据下的缺失值，引入

了频谱张量的概念来描述多维的频谱数据，并对不

完整的频谱张量的补全问题进行了数学建模，对实

测数据的低秩特性进行了验证。本文采用 ＵＳＲＰ
（ＵｎｉｖｅｒｓａｌＳｏｆｔｗａｒｅＲａｄｉｏＰｅｒｉｐｈｅｒａｌ）通用软件无线
电外设来收集实际环境下的频谱张量数据，并对本

文提出的结合方法的有效性进行了仿真验证。

２　对频谱张量的建模

对于一个 ｎ维的张量，我们可以定义为 χ∈
ＲＩ１×Ｉ２×．．．×ＩＮ，其中ｘｉ１，ｉ２，．．．，ｉｎ表示张量中第（ｉ１，ｉ２，．．．，ｉＮ）
个值。如图１（ａ）所示，是实验中实测到的一个多维
频谱数据，可以将它建模为一个三维的频谱张量，

如图１（ｂ），其中ｘ，ｙ轴分别对应实测的二维平面空

间的ｘ，ｙ坐标，ｚ轴表示发射信号的功率。那么，对
于这个频谱张量中的任意一个元素 ｘｘ，ｙ，ｐ，其含义就
是在ｘ横坐标位置，ｙ纵坐标位置下，接收到的发射
功率为ｐ的信号强度。由于一个张量可以看作是许
多二维矩阵的组合，因此频谱张量可以按照不同维

度进行展开。对于三维张量 χ，则可以按照下式分
别进行展开。

χ（ｘ）＝
ｘ１，１，３，ｘ１，２，３，ｘ１，３，３，ｘ１，４，３
ｘ１，１，２，ｘ１，２，２，ｘ１，３，２，ｘ１，４，２
ｘ１，１，１，ｘ１，２，１，ｘ１，３，１，ｘ１，４，１

ｘ２，１，３，ｘ２，２，３，ｘ２，３，３，ｘ２，４，３
ｘ２，１，２，ｘ２，２，２，ｘ２，３，２，ｘ２，４，２
ｘ２，１，１，ｘ２，２，１，ｘ２，３，１，ｘ２，４，









１

（１）

χ（ｙ）＝
ｘ１，１，１，ｘ２，１，１
ｘ１，１，２，ｘ２，１，２
ｘ１，１，３，ｘ２，１，３

ｘ１，２，１，ｘ２，２，１
ｘ１，２，２，ｘ２，２，２
ｘ１，２，３，ｘ２，２，３

ｘ１，３，１，ｘ２，３，１
ｘ１，３，２，ｘ２，３，２
ｘ１，３，３，ｘ２，３，３

ｘ１，４，１，ｘ２，４，１
ｘ１，４，２，ｘ２，４，２
ｘ１，４，３，ｘ２，４，









３

（２）

χ（ｐ）＝

ｘ１，１，１，ｘ２，１，１
ｘ１，２，１，ｘ２，１，２
ｘ１，３，１，ｘ２，３，１
ｘ１，４，１，ｘ２，４，１

ｘ１，１，２，ｘ２，１，２
ｘ１，２，２，ｘ２，２，２
ｘ１，３，２，ｘ２，３，２
ｘ１，４，２，ｘ２，４，２

ｘ１，１，３，ｘ２，１，３
ｘ１，２，３，ｘ２，２，３
ｘ１，３，３，ｘ２，３，３
ｘ１，４，３，ｘ２，４，











３

（３）

其中χ（ｘ），χ（ｙ），χ（ｐ）分别表示三维张量 χ按空间的横
坐标，纵坐标和发射功率分别展开后的矩阵结果，

而每一个由张量展开后得到的矩阵本身包含了所

有的元素。

图１　对频谱张量的建模
Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｉｎｇｆｏｒｓｐｅｃｔｒｕｍｔｅｎｓｏｒ

在实际中，由于信号强度的采集过程可能存在

的干扰，部分的频谱数据会丢失，或者在频谱感知

中，采用压缩感知的方法同样可能会使得数据不完

整［１２］。此外，多维频谱地图的绘制需要大量的采集

数据，这就需要在传感网络中铺设大量的传感器，

为了节省时间和能源，我们希望可以通过采样的方

式来减小开销。那么就需要应用张量补全的算法，

８４
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从有限的采样点中恢复出原始数据。

如图１（ｃ）所示，浅色的方块表示正常元素，而
深色的方块则表示缺失的张量元素。给定一个子

集Ω，在集合 Ω中的元素对应了 χ中的观测值，而
其他值则被设为“０”，子集Ω可以被定义成：

χΩ ＝ χ，（ｉ１，ｉ２，．．．，ｉｎ）∈Ω
０，{ 其他

（４）

　　接下来就可以将不完整的频谱张量的补全问
题建模成为一个优化问题，用能够观测到的频谱数

据来恢复整个频谱张量，具体可以建模成为式（５）。

ｍｉｎ
χ
：‖χ‖

ｓ．ｔ．：χΩ ＝ΓΩ
（５）

其中 χ，Γ是在每个维度都有着相同大小的两个频
谱张量。Γ的元素在子集 Ω中的表示已知值，不属
于该子集的元素则是缺失值。而χ就是需要被补全
的频谱张量。由于多维张量可以看作是二维矩阵

的扩展，而低秩矩阵补全问题往往需要解决用范数

来描述矩阵的秩的问题，因此为了解决张量的补全

问题，我们首先引入了迹范数的定义［１２］：

‖χ‖：＝∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ‖χ（ｉ）‖ （６）

其中αｉ≥０，并且∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ＝１，‖χ（ｉ）‖ 表示按维度 ｉ

展开的矩阵 χ（ｉ）的范数（χ（ｉ）中奇异值的和）。对于
张量来说，其迹范数就是所有维度展开的矩阵的迹

范数的组合。那么，张量补全的优化问题就可以写

成式（７）的形式。

ｍｉｎ
χ
：∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ‖χ（ｉ）‖

ｓ．ｔ．：χΩ ＝ΓΩ （７）

３　张量补全算法

目前，用于张量数据的补全算法已经有了一定

的理论基础，文献［１３］提供了一种多维数据的压缩
感知补全算法，文献［１４］中提出了另一种完全贝叶
斯分解的方法，可以处理不完整的或是包含了噪声

的张量数据。在本文中，我们应用了文献［１５］中提
出的一个有效的算法来解决不完整张量的补全问

题。该算法可以在很少的采样点或是有很大的缺

失数据的情况下较好地完成数据估计。

由于多个展开矩阵的迹范数的相关性，很难对

式（７）直接进行处理。因此该算法采用了交替方向
法乘法器（ＡＤＭＭ）将它们分解成更小的式子［１６］来

求解凸优化问题。通过这种分裂的方式简化原问

题，使得每个迹范数都能够单独计算。为了方便计

算，我们引入了Ｍ１，．．．，Ｍｎ矩阵，以推导出以下的等
效公式：

ｍｉｎ
χ，Ｍｉ
：∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ‖Ｍｉ‖

ｓ．ｔ．：χ（ｉ）＝Ｍｉｆｏｒｉ＝１，．．．，ｎ
χΩ ＝ΓΩ （８）

其对应的增广拉格朗日函数可以定义成：

Ｌρ（χ，Ｍ１，．．．，Ｍｎ，ｙ１，．．．，ｙｎ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ‖Ｍｉ（ｉ）‖＋〈χ－Ｍｉ，γｉ〉＋

ρ
２‖Ｍｉ－χ‖

２
Ｆ

（９）
　　根据ＡＤＭＭ架构，我们可以应用增广拉格朗日
函数对Ｍｉ，χ，和γｉ迭代更新。

｛Ｍｋ＋１１ ，．．．，Ｍ
ｋ＋１
ｎ ｝＝

ａｒｇｍｉｎＭ１，．．．，Ｍｎ：Ｌρ（χ
ｋ，Ｍ１，．．．，Ｍｎ，ｙ

ｋ＋１
１ ，．．．，ｙ

ｋ＋１
ｎ ）

（１０）
χｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎχ∈Ｑ：Ｌρ（χ，Ｍ

ｋ＋１
１ ，．．．，Ｍ

ｋ＋１
ｎ ，ｙ

ｋ
１，．．．，ｙ

ｋ＋１
ｎ ）

（１１）
　　文献［１２］中总结了上述的张量补全算法，它
可以自适应地改变迭代速度。虽然这种算法的速

度不是最快的，但是由于应用了 ＡＤＭＭ，其收敛性
很好。因此我们应用这种张量补全算法解决上述

问题缺少谱张量。

４　结合预测模型的频谱张量补全方法

预测是数据挖掘的一种，是指通过对样本数据

（历史数据）的输入值和输出值关联性的学习，得到

预测模型，再利用该模型对未来的输入值进行输出

值预测，一般地，可以通过机器学习方法建立预测

模型。由于接收到的信号强度是根据辐射源发射

功率的变化而变化的，因此我们可以假定在很短的

时间内，频谱地图的演化过程可以近似看作是一个

线性动态系统，本文中我们采用了最为常见的线性

模型。

本文提出的结合预测模型的频谱张量补全方

法的核心思想就是建立不完整的频谱地图之间的

相关性模型，并与张量补全算法的结果进行结合，

９４



信 号 处 理 第３３卷

最终得到一个加权优化的结果。首先需要训练出

一个线性预测模型，如式（１２），来对不完整的频谱
地图进行估计，由于频谱张量可以分解成许多频谱

地图，可以先保一张完整的频谱地图作为先验信

息，然后将不完整的频谱张量分为两组类别。一组

是用来建立预测模型的训练数据，而另一组则是作

为输入数据。在训练步骤中，通过对比训练数据集

里的保留数据与先验频谱地图，采用线性拟合的数

学工具来获得预测模型。

图２　结合预测模型的频谱张量补全方法
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｔｈｅｊｏｉｎｔｔｅｎｓｏｒ
ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎａｎｄｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ

η
Ω
（ｓ＋１）＝Ａη

Ω
（ｓ）＋Ｂ （１２）

其中η是预测频谱张量，不包括在子集Ω中的缺失
元素将会通过该预测模型恢复出来。ｓ表示当前状
态的频谱地图，Ａ，Ｂ是模型中的向量参数。接着在
预测步骤中，基于输入的不完整的频谱数据对频谱

张量进行估计。在得出张量补全算法的结果后，我

们可以通过分配权重 ｋｇ来得到最终结合方法下的
频谱张量数据。

χ（ｓ＋１）＝χ（ｓ）＋ｋｇ（η（ｓ）－χ（ｓ）） （１３）

ｋｇ＝ Δ（η）
Δ（η）＋Δ（χ）

（１４）

其中，χ（ｓ＋１）表示下一状态的频谱张量。从图２中
可以观察到，张量补全方案和预测模型方案会分别

产生一个完整的频谱张量。Δ表示指补全结果与预
测结果的误差，可以通过与实测频谱张量的比较，

分别计算出两者的误差值。权重的确定表示了最

终的综合结果是更相信数据补全的结果，还是预测

模型。例如，当采样率很低，张量中完整的元素很

少时，张量补全方案很难起到很好的作用，而预测

模型的训练学习可能会得到一个更为准确的结果，

此时可以设置较小的权重。相反，当权重设置较大

时，就意味着最终状态估计更相信张量补全方案的

结果。

５　性能验证

在本节中，我们设计了一个实验来监测并收集

实际环境下的信号强度，并验证了结合预测模型的

频谱张量补全的有效性。

５．１　实验设计和操作
在本次实验中，我们采用了五个基于 ＬａｂＶＩＥＷ

平台的ＵＳＲＰ（通用软件无线电外设）作为信号强度
的采集设备，由一个ＵＳＲＰ作为信号发射器，另外四
个作为接收设备。为了提高实验的准确性，我们首先

进行了扫频，来找到一段相对空白的频段５８０ＭＨｚ～
６３０ＭＨｚ，并将６００ＭＨｚ作为中心频率，发送正弦波
信号。

为了绘制多维的频谱张量数据，我们将实验室

分为 ６×１２个网格来分别收集每个网格内的频谱数
据。通过改变发射增益的参数来改变发射功率，实

验环境下ＵＳＲＰ所能接收到的信号强度范围分布在
－８０ｄＢ到－３０ｄＢ。
５．２　对频谱数据秩的分析

为了描述频谱张量的秩的特性，我们首先将对

张量数据进行预处理，按每个维度进行展开将张量

分解到矩阵的形式，并利用奇异值分解（ＳＶＤ）［１７］来
分析所有展开的频谱矩阵的秩的分布情况。

图３中显示的是按降序排列的归一化后的奇异
值，四条线分别表示高斯随机信号，按位置（ｘ轴，ｙ
轴）以及发射功率维度分别展开的矩阵。与相同大

小的独立同分布的高斯随机信号数据集对比之下，

可以看出与高斯随机信号的分布情况完全不同，频

谱张量展开后的信号强度矩阵的分布总是集中在

前几个奇异值内，这表明了实际测量的频谱张量数

据具有低秩结构。

５．３　仿真结果
接着我们用实测的频谱张量数据对本文提出

的结合预测模型的张量补全方法进行仿真验证。

完整的频谱张量数据的大小为６×１２×２１，我们对其
进行随机采样，用 ｓｒ表示采样率，即已知数据占总
的频谱张量数据的百分比。

图４给出了ＨａＬＲＴＣ算法完成频谱张量补全的
过程，在这个仿真中，图４（ａ）所示的是实际环境中
监测到的频谱张量数据，三个维度分别表示了位置
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（ｘ轴和ｙ轴）两个维度以及信号功率维度，接收到
的信号强度用不同的颜色显示。然后，我们对其随

机采样，假设只有５０
!

的数据保留，其余数据置零，

采样后的频谱张量如图４（ｂ）所示。张量补全算法
的补全结果显示在图４（ｃ）。根据（ａ）（ｃ）两张图的
对比，验证了张量恢复数据估计的准确性。

图３　展开的频谱矩阵的特征值分布
Ｆｉｇ．３　Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｓｏｆ
ｕｎｆｏｌｄｅｄｓｐｅｃｔｒｕｍｔｅｎｓｏｒｄａｔａｓｅｔｓ

图４　实测的频谱张量数据的补全过程
Ｆｉｇ．４　Ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

ｏｆｔｈｅｒｅａｌｗｏｒｌｄｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ

为了进一步比较张量补全算法的恢复性能，我

们定义了均方根误差（ＲＳＥ）ｄＢ。

ＲＳＥ［ｄＢ］＝１０ｌｏｇ１０
‖ χ～－χ‖２
‖χ‖２

（１５）

式中 χ～是补全后的张量，而χ是实测的原始频谱张
量。图５比较了矩阵补全和张量补全的均方根误
差，本文中我们选择的是文献［１８］提出的一个快速
有效的矩阵补全算法 ＦＰＣＡ，该算法可以解决大型
矩阵的秩最小化问题。图中三条虚线分别表示了

按三个维度展开的二维矩阵的补全情况，而实线

表示的是张量补全算法的性能。从图中可以看

出，当采样率小于０．３或者大于０．７的时候，对张
量补全算法有着比二维矩阵补全算法更好的性

能，而当采样率在０．３和０．７之间时，对张量补全
算法的均方根误差并不总是优于矩阵的情况，这

是因为张量补全的准则是将张量展开成矩阵的方

式，以计算它们加权迹范数来定义优化问题，因此

不能保证在张量补全问题比每个维度的矩阵补全

方式性能都更好，但是采取了一种折衷的方式，保

证了其稳健的性能。

图５　张量补全与矩阵补全的性能对比
Ｆｉｇ．５　ＲＳＥｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｔｅｎｓｏｒｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ

ａｎｄｔｈｅｕｎｆｏｌｄｅｄｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ

并且在图５中，由于过低的采样率导致 ＦＰＧＡ
不能正常恢复缺失值，这是根据文献［１８］，当采样
率过低时，将会有符合条件的秩为ｒ的无限个矩阵，
那么在这种情况下，矩阵就不能被正常恢复了。

图６　结合预测模型的张量补全方法的性能对比
Ｆｉｇ．６　ＲＳＥｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｃｏｍｂｉｎｅｄｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ

ｔｅｎｓｏｒｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

图６显示了结合预测模型的张量补全方法的性
能。两条虚线分别表示仅采用张量补全算法或预

测模型方法的均方根误差。很明显，当 ｓｒ较小时，
预测模型得到的结果更加准确，因为此时有效的观

测值很少，而预测模型相对稳定。而当 ｓｒ较大时，
张量补全方案则比预测模型具有较好的预测性能。

实线表示的是本文提出的方法的误差，它结合了低

采样率下预测模型的可靠性，以及高采样率下张量

补全算法的高精度，有着更好的张量恢复性能。

６　结论

本文提出了频谱张量的概念来描述多维的频

谱数据，并且提出了一种结合预测模型的张量补全

方法来恢复不完整的频谱信息，通过建立不完整的

频谱地图之间的相关性模型，与张量补全算法的结

果进行结合，从而得到一种加权优化的结果。文中

１５
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对实际环境的频谱数据进行了监测和收集，仿真结

果显示了结合预测模型下的张量补全算法的优越

性。下一步将会考虑采集数据中的异常值，来提高

频谱补全的可靠性。
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